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INTRODUCCIÓN
Generalidades
         Aceptado el concepto de que es posible distinguir entre realidad y representación de ésta, así como la idea de que una porción de aquélla puede conceptualizarse como un sistema, es decir, como un conjunto de partes interconectadas, se puede afirmar que la realidad ecónomica en que vivimos muchas veces muestra características de linealidad (o, cuanto  menos, aproximadamente, lineales). Con lo de linealidad queremos expresar la noción de que: a) los objetos o flujos que pertenecen a un determinado sistema de la realidad están relacionados en forma directamente proporcional; b) que los objetos o flujos del sistema de la realidad -medidos en iguales unidades de medida- pueden ser sumados o restados;  c) que las cantidades que se miden en el sistema real no pueden ser negativas; y d) finalmente, que el objetivo o conducta del sistema puede resumirse en la optimización de una función o forma lineal -esto es, obtener el “mejor” valor de una variable cuyos argumentos son: i) directamente proporcionales a dicho valor, y ii) son sumables algebraicamente. Siendo ello así, la técnica de  programación lineal (PL) con que  pretendemos modelar la realidad, es decir describir en forma simplificada los aspectos más salientes del universo que nos interesa, en base a relaciones de proporcionalidad, aditividad y no negatividad, y con función objetivo lineal, resultará especialmente aplicable al poderse establecer una clara correspondencia entre modelo y realidad. Y aún cuando la realidad se mostrara reacia a la linealidad, y por tanto, otros métodos de modelado fueran más pertinentes, aún entonces mucho de lo visto bajo el capítulo de PL resultará de utilidad y habrá servido como un primer paso en el estudio bajo el título más general de modelos  de optimización.
 Idea fuerza
   La idea fuerza detrás de la programación lineal -y de otras ramas de la economía y la programación matemática con estructura funcional- quizas sea el concepto de actividad o proceso -suerte de caja negra entre insumos y productos- con en el que se puede descomponer el sistema de la realidad que se desea modelar (y que, a su vez, puede desagregarse en subprocesos en sentido descendente, cuantas veces resulte pertinente al fin perseguido y agregarse en sentido ascendente hasta  pensarse en el sistema mismo como un proceso o actividad de orden superior). Por ejemplo, la tarea que efectua una empresa puede imaginarse como un proceso que transforma recursos varios (insumos o inputs) en resultados (productos o outputs), al tiempo que dentro de tal proceso de orden superior se realizan una cantidad de procesos más simplificados en los cuales  participan también insumos que se convierten en producto (y que, a su vez, etc.), como podrían ser las actividades que tienen lugar en diferentes áreas de la empresa -ventas, fabricación, administración- y dentro de las cuales pueden distinguirse subprocesos como en el caso en que la empresa fabricara diferentes productos -o uno sólo si para ello utilizara distintas lineas de producción-, y dentro de estos subprocesos desagregáramos más actividades como ser las acciones de los operarios en la transformación de la materia prima dentro de la actividad más abarcadora y así sucesivamente.

Programa a seguir en este texto

       En las próximas páginas, hemos de poner en sus manos un muy potente instrumento para modelar situaciones microeconómicas de la realidad:  la programación lineal. Con esta herramienta Vd. podrá representar una gran variedad de situaciones de la realidad en la que existe el objetivo de optimizar una función lineal, limitada por restricciones de carácter también lineal y por requerimientos de no negatividad. La modelación también podrá plantearse en el sentido prescriptivo, esto es, plantear el modelo que la realidad deba imitar a los efectos de lograr los objetivos postulados por éste. Por ejemplo, si desamos entender las decisiones de producción de una determinada comunidad agrícola- en la medida que se cumplan los supuestos de linealidad mencionados y que entendemos pueda exhibir una conducta maximizadora de beneficios, podremos modelar dicha realidad con la programación lineal y luego analizar si los resultados de nuestra construcción mental se ajustan o no -o en qué medida- a los datos observados en el universo de nuestro interés. Alternativamente,  habiéndose  establecido una formulación de programación lineal de la realidad, en base a los resultados del modelo, se podrían efectuar recomendaciones a dicha comunidad agrícola para que se alcanzen en forma eficiente los objetivos de optimización que se considerasen pertinentes a esta situación.

                                         Montando el modelo

           Nuestro primer paso consistirá en mostrar los diversos ingredientes y pasos a seguir para montar el modelo de programación lineal requerido, a saber: Ítems, actividades, coeficientes de insumo producto, flujos externos y ecuaciones de balance. La definición e identificación de los ingredientes en los problemas, fijar las convenciones a respetar y la aplicación de retroalimentaciones en el proceso de montado del modelo nos llevará a establecer las actividades de disposición o de surplus. La formulacion standard del problema en forma tabular y/o con ecuaciones resultará el objetivo de nuestro esfuerzo bajo en esta sección. Como en todos los puntos subsiguientes, hemos de acompañar nuestra exposición con un ejemplo numérico y conceptual sencillo .

Ejemplos y ejercitación


Profundizando lo visto en el punto anterior, enunciaremos varios problemas susceptibles de ser traducidos en términos del modelo de programación lineal y efectuaremos dicha traducción. Los ejemplos han sido elegidos con el doble objetivo de mostrar la versatilidad del modelo para atacar problemas de muy distinto origen y tipo y como práctica ilustrativa de la aplicación de los principios de montado del modelo de PL en situaciones concretas.

El método simplex

     Una vez que nos hayamos familiarizado con la formulación de problemas de programación  lineal, describiremos y aplicaremos la técnica conocida por el método simplex para encontrar la solución al problema de optimización planteado si éste la tuviera, o señalar la inexistencia, en caso contrario.A tal fin ayudaremos a nuestros razonamientos verbales y matemáticos con un planteo geométrico y aplicando nuestra intiución económica en esta sección y se analizarán  posibles alternativas que se pudieran plantear con este método de resolución .

Dualidad

En las ejemplos analizados se habrá visto que puede haber varias representaciones diferentes de PL -aunque congruentes- para una misma situación y que varios problemas planteados como de maximización, pueden resolverse e interpretarse sin dificultad alguna, como de minimización- y viceversa-. Enseguida descubriremos que existe una sorprendente  formulación de programación lineal alternativa para el mismo caso,  formulación que se denomina el problema dual, de cuya resolución se obtiene el mismo resultado de optimización que en el planteo original, que ahora denominamos problema primal. La relación entre el dual y el primal será indagada, una vez planteados los dos principales teoremas de la programación lineal. 

Interpretación económica en PL

          A renglón seguido se examinarán las interpretaciones económicas de la formulación dual así como la contenida en el metodo simplex. La relación entre los conceptos de precios sombra, precios implícitos y precios imputados en un sistema económico quedará entonces develado.Como digresión -o si se quiere, como un ejemplo de aplicación de los conceptos de dualidad, los apuntados arriba-, se mostrará un método muy sencillo de resolución del problema del transporte, así como su justificación matemática , el que se hará extensible a otros problemas de programación lineal cuya estructura  particular es semejante al del clásico problema como por caso, el problema de la asignación de tareas.

Análisis de sensibilidad

       Finalmente se presenta el análisis de estática comparada al que se puede sujetar cualquier problema de programación lineal -en la jerga matemática y de la PL llamado análisis de sensibilidad- con el que se examina los efectos de variar el valor de los parámetros del problema sobre la solución óptima encontrada así como los limites para los cuales tales cambios carecen de significación.

 Apéndice

       En el apéndice incluiremos una serie de problemas, que son del estilo examen, para poner a prueba los conocimientos adquiridos. También aprenderemos  cómo, una vez planteado un problema de programación lineal en un todo de acuerdo con lo expuesto precedentemente, éste puede ser ingresado y resuelto en un ordenador personal en base a programas de muy difundido uso en la actualidad - como ser el Solver de EXCEL 7.0  para Windows 95 o con el Optimizar de QPRO 3.0; este último  disponible en el Gabinete de Computación de nuestra Facultad, y dentro de los cuales, además, se encontrarán ejemplos adicionales de problemas de PL, que sugerimos se examinen. Dada la gran similitud de encuadre de los distintos programas de resolución daremos una muy sencilla explicación de cómo operar uno de los programa -el de Qpro- para resolver un problema de PL que esperamos sea de utilidad a los muy principiantes en materia informática. Una corta bibliografía  de consulta cierra esta ultima sección.

Sección primera
Montando el modelo.

Comentarios preliminares:
Problemas-hipótesis-contraste-observación-problemas-etc.


Sir Karl Popper, en su Lógica del Descubrimiento Científico, resume su concepción de la tarea científica planteando que esta comienza con problemas que son seguidos de hipótesis o teorías para comprenderlos o explicarlos. Continua este proceso con el contraste de tales construcciones mentales con la realidad lo que desemboca en refutaciones o corroboraciones que a su vez normalmente traen consigo la aparición de nuevos problemas, que son seguidos de renovadas hipótesis, etc., continuando así en un círculo o espiral sin fin con el que se perfecciona nuestro conocimiento.


Con el montado del modelo en programación lineal pasa algo muy parecido al esquema que describe Popper, en el sentido que comenzamos nuestra tarea de montado del modelo con una formulación habitualmente verbal y vaga del problema, que luego traducimos en términos de los conceptos de programación lineal que nos ayuda a entenderlo y explicarlo-aunque no siempre se adecúan a tal fin-, lo que nos impone la abstracción y simplificacion de muchos aspectos del problema o realidad inicial. Esto a su vez nos hace reconsiderar nuestro problema original y nos lleva a enfatizar ciertos aspectos y a dejar de lado otros, y así, en varios ciclos,contrastando modelo con relidad,llegamos finalmente a una formulación verbal que sea susceptible de expresarse en un modelo con las características requeridas - el que naturalmente puede luego sufrir modificaciones, a medida que refinamos los conceptos y expandimos  contenidos -o bien quede sugerida la necesidad de efectuar planteos alternativos, como ser la de recurrir a la optimización no lineal u otras alternativas de programación.

         La primera etapa, de planteamiento del problema, que constituye la parte más creativa del proceso de montado, consiste básicamente en reconocer en la realidad, por medio de los conceptos de la programación lineal, los aspectos pertinentes ha ser destacados y tenidos en cuenta para representar dicha realidad. Es ésta una tarea profesional que requiere de imaginación, juicio y sentido de las proporciones que el estudio de bibliografia sobre el tema y de situaciones análogas -es decir, la experiencia vicaria- así como  la propia experiencia pueden desarrollar y orientar. Como paso previo a esta tarea, que debe ser el colofón al estudio que aquí se inicia, comenzaremos nuestro examen partiendo del supuesto de que los enunciados o representaciones verbales de las situaciones susceptibles de ser encuadradas con el análisis de programación lineal ya han sido alcanzados y, en consecuencia, podemos enfocar nuestra atención en la traducción del enunciado verbal, a otro, pero en términos del modelo de programación lineal , lo que llamaremos la formulación del problema de PL.

 Un planteo sencillo susceptible de traducirse en términos de programación lineal.

      Supongamos que luego de haber observado y analizado una empresa, la que podemos presumir intenta maximizar beneficios, en un todo de acuerdo con las consideraciones de la primera parte del parrafo anterior, hemos llegado a aislar como pertinentes los siguientes aspectos: a) produce dos bienes, el 1 y el 2 b). Los puede vender a $1 y $1,6 por unidad respectivamente, sin limitación c).  Para fabricarlos se requiere una unidad del insumo A y una del B por cada unidad del bien 1 y dos de A y una de B por cada unidad de 2. d) La empresa dispone de 150 unidades de A y 100 de B en la unidad de tiempo considerada. Pregunta: ¿qué nivel de producción y qué beneficio esperaríamos observar? (o, alternativamente, ¿qué nivel de producción aconsejaríamos al empresario para el logro del objetivo de maximización de beneficios?)


La tentación del estudiante no iniciado en PL, cuando se enfrenta a este tipo de problema, es la de intentar inmediatamente encontrar una solución al mismo haciendo multiples disquisiciones o bien probando distintas posibles soluciones. Esto no es lo que queremos. Lo que nos interesa en esto es ser metódicos y consecuentemente, desdoblar el proceso de encontrar una solución especifica al problerma. Es así que primero estableceremos el planteo matemático (o formulación de programación lineal) o, si se quiere, el planteo o armado del modelo de programación lineal, para luego y en segundo término, y  ya establecido el modelo, recién entonces proceder a la resolución mediante la aplicación de algun algoritmo apropiado como podría ser el que  se verá más adelante. En esta sección nos interesamos sólo en el primero de los procesos que -habida cuenta de los modernos sistemas electrónicos de resolución numérica- es, sin duda, el aspecto más importante de dominar por los estudiantes de Ciencias Economicas. De aquí, el mayor énfasis relativo dado a este aspecto en el presente trabajo.

 El esquema de los cinco pasos de la PL para establecer el modelo.

El esquema de armado del modelo de PL exige cinco pasos que se repetirán tantas veces como sea necesario para que el modelo resulte acabado y consistente y listo para iniciar el proceso de resolución numérica. Los pasos son: 1) Definir el conjunto de actividades en la que se descompondrá el problema y elegir la unidad en la que se ha de medir el nivel de cada una de ellas. 2) Definir el conjunto de ítems - o insumos y productos - que cada actividad produce y consume y elegir la unidad de medida de cada ítem. Seleccionar el ítem con el que se evaluarán los costos o beneficios del sistema tomado como un todo -normalmente, resultará el ítem monetario con el que se evaluan resultados en el problema-. 3) Establecer las relaciones de insumo-producto de cada actividad, es decir, el factor de proporcionalidad entre los niveles de actividad y los ítems de flujo. 4) Establecer los flujos externos , es decir, los flujos exógenos que son datos del problema y que fijan los limites a los items. 5) Establecer las ecuaciones de balance entre los flujos externos y los niveles de actividad endógenos o  internos del modelo, los que deberán ser no negativos. Como generalmente los flujos externos pudieran exceder a los flujos internos , en el caso de maximización, y resultar excedidos, en el caso de minimización, será necesario definir actividades que absorban estas diferencias (o sea que volvemos al paso 1) -de modo de lograr que las ecuaciones de balance realmente balanceen. Para ello se adicionarán actividades de disposición o de sobrecumplimiento segun corresponda -también denominadas variables de holgura o de surplus- para lograr el balance ansiado. Por supuesto que el orden de los pasos a seguir no tiene por qué ser el mismo que el expuesto. En muchas situaciones será más conveniente o más intuitivo seguir un orden diferente.

Aplicación  del esquema de los cinco pasos al problema específico planteado.

 1) Definición del conjunto de actividades.


Una primera lectura del enunciado sugiere que existen cuatro actividades: Producir 1, Producir 2, Vender 1 y Vender 2. Sin embargo, podemos reducir a dos las actividades,  PV1 y PV2, -Producir y vender 1 y Producir y vender 2- en este problema sencillo, ya que se supone implicitamente, la igualdad entre producción y venta. Aquí parece natural medir el nivel de las actividades en unidades de los bienes 1 y 2 respectivamente. En consecuencia , así lo haremos.

2) Definición del conjunto de ítems. 


Los insumos A y B reconociblemente pertenecen al conjunto de ítems de este problema, los cuales podemos medir en unidades de esos mismos insumos. Otros dos ítems serían los bienes 1 y 2, claramente productos de las actividades producir 1 y producir 2 y un tercero, el ítem monetario, producto de las actividades de venta. Pero como queda dicho, al considerar sólo las actividades de Producir y Vender, el ítem bien 1 y el ítem bien 2 resulta excluido del análisis, al ser producto e insumo a la vez y, además, irrestrícto.

3) Coeficientes de Insumo-Producto


En esta primera pasada cuatro coeficientes quedan establecidos , dos para cada actividad y para cada insumo. Como se necesita una unidad de A por unidad de PV1 el correspondiente coeficiente es 1; como se necesita una unidad de B por unidad de PV1 el coeficiente respectivo es 1; correspondientemente los dos otros coeficientes son 2 y 1.
4) Flujos externos


Las cantidades limitativas de los insumos A y B , respectivamente 150 y 100, resultan en este caso los flujos predeterminados. (Los precios, si bien prefijados externamente, no constituyen flujos externos sino los valores unitarios de los ítems correspondientes a cada uno de los procesos productivos.)

5) Ecuaciones de balance.

Dado que tenemos dos flujos externos limitativos resulta entendible que se planteen dos ecuaciones de balance que contabilicen el total de los ítems consumidos por las actividades definidas, una por cada ítem.

 5’) Volver al paso 1

Un examen de los resultados de los cinco pasos anteriores, y en particular del último, nos alerta a la posibilidad de que alguno de los ítems pudiera no ser empleado en su totalidad. Por ejemplo, si resultara conveniente sólo utilizar la actividad PV2, quedarían sin emplear 50 unidades de A, como facilmente se puede corroborar, y por lo tanto sin contabilizar. Para que ello no sea así definimos entonces dos actividades adicionales, una consumidora de A y otra de B (Xa y Xb respectivamente), cuyos niveles deben también ser no negativos, y que “dispongan” del excedente de A y/o B, si lo hubiera. Estas actividades  puden medirse  en unidades de cada uno de los ítems A y B respectivamente (nótese que el nivel de la actividad no necesariamente se mide en términos de las unidades del producto) .


El enunciado del problema queda traducido ahora sintéticamente en términos de PL en forma  matemática como sigue:

Enunciado I
Maximizar Z = PV1 + 1,6PV2  

        Sujeto a     PV1 + 2PV2 + Xa             = 150

                          PV1 +  PV2          +  Xb   = 100

                 y       PV1 ,   PV2,    Xa,    Xb  >=    0


A efectos de visualizar la integración de los tres primeros pasos puede resultar útil esquematizar como sigue un par de las actividades definidas arriba:

Figura I

 Actividad de producir y    vender el  bien 2                                                                                                    

 ( a nivel unitario)

coef ítem A/pv2=2

coef ítem B/pv2=1

   una unidad de A--(                                                   

                                                                         ---( $ 1,6

    dos unidades de B(           
Figura 2

Actividad de disposición                                                                              de  B

     (a  nivel unitario)

       una unidad de B(   


Para visualizar el modelo en su conjunto se presenta la Figura III en donde se adopta la convención de simbolizar a los insumos con signo (+) y los productos con el signo (-), englobando en circulos el total del ítem respectivo y en los rectangulos las actividades. 

Figura III

 
                 Ítem                                    

                                          

                                                                                                        

                         

                  Ítem                

                              

                                               Xb

        Como alternativa de presentación del modelo de programación lineal, se presenta la llamada forma standard en forma tabular de DANZIG, apellido del inventor del método simplex . En este esquema se sigue la convención de dar signo positivo a los insumos y signo negativo a los productos, lo que implica que el problema se plantea como uno de minimizar la función objetivo -que como es negativa equivale a maximizar la función pero con signo contrario-. Si Z= -V , Max(Z) =Max(-V)=Min(V)
                                           Tabla de Danzig
	Actividad Ítems
	PV1
	PV2
	Xa
	Xb
	Flujo externo

	Ítem A
	1
	2
	1
	0
	150

	Ítem B
	1
	1
	0
	1
	100

	Ítem monetario
	-1
	-1,6
	0
	0
	Z (minimizar)



Por último esquematizamos el problema en su conjunto en la Figura IV que sigue.

                                                  Figura IV

   sistema 

como        un 

 todo                                           

          A -------------(                 --------( Z  Ítem monetario                                                                                                                    

         B--------------(        -                                                                       -              (   a minimizar )                              

Sección segunda
Ejemplos y ejercitación


A continuación, hemos de presentar varios ejemplos representativos de la PL en los que se podrá apreciar la  flexibilidad y versatilidad del instrumento de modelación bajo estudio.
1) Dos maneras de presentar en términos de PL un mismo enunciado


Seguidamente, presentamos un enunciado proveniente del campo de la economía agraria que se desea traducir en términos de PL y que puede plantearse de al menos dos maneras equivalentes. El problema es el siguiente: 

  “En una economía en la que se cumplen los requisitos para la aplicacion de PL se requiere por hectárea de 2 hombres mes, 6 bolsas de semilla y 3 de fertilizantes para obtener un rendimiento por hectárea de 3 toneladas de trigo . Para obtener un rendimiento por hectárea de 2 toneladas de cebada se necesitan , en cambio, por hectarea, 4 bolsas de semillas, 2 de fertilizantes y 3 hombres mes. Una vez cosechada la producción, ésta debe almacenarse en silos tipo A, B y o C  cuyas capacidades máximas ascienden a 100 toneladas de cereal cada uno y venderse más adelante. Existe  también la posibilidad de vender en parte o en un todo el cereal obtenido en forma inmediata a $ 100 por tonelada. Los silos de tipo A sólo almacenan trigo; los de tipo B sólo cebada , mientras que los de tipo C pueden almacenar indistintamente ambos cereales. Los valores unitarios pertinentes a este problema son los que figuran a continuación , así como las cantidades disponibles de los recursos.

Costo por bolsa de semilla de trigo, cebada y fertilizante respectivamente, $ 5,  $10  y  $15

Precio por tonelada de trigo y cebada respectivamente $190 y $160 si se los vende más adelante.

Cantidad de hectáreas de tierra y de hombres mes respectivamente 120 y 320 .

Cantidad de silos: uno de cada tipo.

       Plantee el problema en terminos de programación lineal si el objetivo es maximizar los beneficios.’’


A continuación presentamos dos posibles planteos en términos de PL al que se puede llevar el enunciado precedente:

Tabla I de Danzig del problema de Producción , Ensilage y Venta 

	  Actividad

Ítem
	PVt 
	PVc
	PVt silo A       
	PVt silo C
	PVc silo B 
	PVc silo C
	x1
	x2
	xa
	xb
	xc
	Flujo externo

	Hectareas
	1/3
	1/2
	1/3
	1/3
	1/2
	½
	1
	0
	0
	0
	0
	120

	Hombres/m
	2/3
	3/2
	2/3
	2/3
	3/2
	3/2
	0
	1
	0
	0
	0
	320

	Capacidad 
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	Silos tipo A
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	100

	Silos tipo B
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	100

	Silos tipo C
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	100

	   Ítem monetario
	-75 


	-65
	-165
	-165
	-125
	-125
	0
	0
	0
	0
	0
	 Z   (min)


PVt:producir y vender trigo.PVc:producir y vender cebada.Con el aditamento Silo A,B ó C la actividad esta referida a la actividad de producir ,ensilar en silos del tipo corresponiente , y vender.Las actividades x1-c son las actividades de disposición.          

 Tabla II de Danzig del problema de Producción,Ensilage y Venta 

	Actividad Ítem
	Pt
	Pc
	Vt
	Vc
	EtA
	EcB
	EtC
	EcC
	X1
	X2
	Xa
	Xb
	Xc
	Flujo externo

	Hectareas
	1/3
	1/2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	120

	Hombre/m
	2/3
	3/2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	320

	trigo 
	-1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	   0

	cebada 
	0
	-1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	   0

	Capacidad
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	silos A
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	100

	Silos B
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	100

	Silos C
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	100

	Ítem monetario
	25
	35
	-100
	-100
	-190
	-160
	-190
	-160
	0
	0
	0
	0
	0
	 Z        (min)


Pt y Pc:Producir trigo y cebada respectivamente.Vt y Vc: vender trigo y cebada respectivamente previo al ensilado.EtA,EtC,EcB y EcC: vender trigo o cebada luego del ensilaje en silo tipo A,B ó C según corresponda.

2)Actividades que trasladan cosas en el espacio


El problema que se presenta a continuación es del tipo denominado  del transporte en el que se parte de que existe una cantidad homogénea de mercadería en distintos origenes -m- y en diferente cuantía, la que debe ser entregada en distintas proporciones en múltiples destinos -n-. Dado que hay  muchas maneras de satisfacer las entregas - hay m x n rutas posibles entre los m origenes y los n destinos -y como cada ruta tiene un determinado costo de traslado unitario diferente- la idea es buscar la manera -o el plan- más barata de cumplir con las entregas. El concepto básico para entender la formulación de PL es concebir la actividad de transportar mercadería del origen r al destino j como aquella que ingresa o insume mercadería en el origen r y lo produce o entrega en el destino j , siendo la relación entre lo que entra en la actividad y lo que sale 1 a 1. Las restricciones, por su parte, indicarán que lo que sale de cada origen a los distintos destinos no podrá exceder la disponibilidad en cada origen, mientras que lo que entra en cada destino no podrá ser inferior a lo requerido por éste. El cuadro se completa aplicando la tarifa -constante por unidad transportada-, correspondiente a la cantidad transportada desde cada origen a cada destino.

“La siguiente tabla tarifaria establece los costos de envio por paquete desde los centros de produccion A, B, y C a los centros de consumo a, b, c y d.

Cuadro tarifario por paquete expresado en $ por envio
	Origen-destino
	a
	b
	c
	d

	A
	10
	5
	6
	7

	B
	8
	2
	7
	6

	C
	9
	3
	4
	8


Si en cada centro de producción A, B y C se dispone respectivamente de 50, 50 y 100 paquetes  y, en los destinos a, b, c y d, se requieren de 30, 40, 60 y 70 paquetes, respectivamente, formule el problema de minimización de costos en términos de PL.”

 Tabla de Danzig para el problema de transporte 
	Actividades Ítems
	A-a
	A-b
	A-c 
	A-d
	B-a
	B-b
	B-c
	B-d
	C-a
	C-b
	C-c
	C-d
	Flujo Externo

	Paquetes en 
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	A
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	50

	B
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	50

	C
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	100

	a
	-1
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	-30

	b
	0
	-1
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	-40

	c
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	-1
	0
	-60

	d
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	-1
	-70

	Ítem monetario
	10
	5
	6
	7
	8
	2
	7
	6
	9
	3
	4
	8
	Z  min _


 B-d se lee : actividad de transportar paquetes de origen B al destino d.

3) Problema de la dieta

           En 1945, G.Stigler planteó y resolvió -antes que se conociera la PL- el problema de encontrar la dieta más económica que satisfaciera ciertos requisitos nutricionales en los EEUU para una persona de bajos rercursos. Una versión simplificada de este tipo de problema se presenta a continuación.

  “En el Zoológico Municipal se requiere un compuesto de carne para alimentar a los leones que contenga una  proporción de grasa y  de proteínas que no sean inferiores al 15% y el 18 % respectivamente del mismo. Asimismo, se espera que el contenido de grasa no supere el 23%. Según un estudio de mercado, los distintos tipos de carne que se consiguen  poseen las siguientes características y los siguientes precios por kilo de carne :

Cuadro de contenidos  nutricionales 
	Tipo de carne
	 tipo  A
	tipo B
	tipo C

	   % proteinas
	22 %
	20 %
	16 %

	   % grasa
	16 %
	18 %
	25 %

	  PRECIO x kg
	$ 2,20
	$ 2,40
	$ 2,50


Encontrar la combinacion óptima de carnes que minimize el costo por kilogramo de dieta.
Tabla de Danzig para el problema de la dieta
	Actividades Ítems
	Comprar carne del tipo A
	Comprar carne del tipo B
	Comprar carne del tipo C
	exeso de prote
	falta

de

grasa
	exceso de grasa
	Flujo Externo

	Proteinas(en Kg)
	-0,22
	-0,20
	-0,16
	1
	0
	0
	-0,18

	Grasas (en Kg)
	-0,16
	-0,18
	-0,25
	0
	0
	1
	-0,15

	Grasas en (kg)
	-0,16
	-0,18
	-0,25
	0
	-1
	0
	-0,23

	Cantidad en Kg
	-1
	-1
	-1
	0
	0
	0
	-1

	Ítem Monetario
	2,20
	2,40
	2,50
	0
	0
	0
	  Z (min)


Notas: No existe problema alguno para no expresar todas las celdas con signo contrario al que tienen -excepto la última fila, a menos que se maximize Z-. De la manera en el que se la presenta, la tabla es totalmente congruente con la convención de signos adoptada (insumos +, productos -).
4) Un problema de organización industrial

Un complejo industrial produce dos productos,  A y B, los que comercializa en mercados perfectamente competitivos a $ 120  y $ 230 por unidad, respectivamente. Para producir cada uno de estos bienes se requieren respectivamente por cada 100 unidades, 4 y 5 horas-operario y 1 y 3 horas-supervisor.  También se necesita de máquinas tipo X y de tipo Y para el procesamiento de estos productos.  El parque de máquinas tipo X tiene una capacidad para procesar 2 y 10 unidades de cada uno de los productos citados respectivamente por minuto y en forma simultánea si fuera menester.  Mientras que el parque de máquinas de tipo Y utiliza igual tiempo de procesamiento por producto pero en forma secuencial, de modo que, por ejemplo, si se procesa A al máximo admisible por minuto no se puede procesar unidad de B alguna en igual lapso. El producto B requiere, a su vez, como insumo de 2 unidades de A por cada unidad de B. La materia prima indispensable para producir A es de 2 kg. por unidad cuyo costo por kg. es de $ 10, en la medida en que no se excedan las 10 toneladas de consumo por período, y de $ 15 por el excedente de dicho tonelaje, si lo hubiera. La empresa considerada dispone de 10 operarios y de 3 supervisores y, en cada período, de 7 horas-máquina tipo X y de 13 horas-máquina del otro tipo. Las horas efectivas de trabajo suman 9 horas por período y por trabajador.  Es posible disponer horas-operario extra a un costo de $ 60 la hora sin limitación. El equipo de ventas puede comercializar hasta un máximo de 3000 y 8000 unidades de A y B respectivamente por período. Cuando no se especifica la duración, el período se asume dura 9 horas. Suponga que se cumplen los supuestos para la aplicación de la Programación Lineal.

Plantee en términos de programación lineal el problema de optimización que enfrenta la Dirección del complejo industrial.

Tabla de Danzig para el problema de optimización industrial

	actividad

Ítems
	X1
	X2
	X3
	X4
	X5
	X6
	X7
	X8
	X9
	X10
	X11
	X12
	X13
	X14
	Flujos Externos

	operarios
	2,4
	2,4
	0
	0
	3,0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	5400

	supervision
	0,6
	0,6
	0,6
	0,6
	1,8
	1,8
	
	1
	
	
	
	
	
	
	1620

	Capmaq XA
	´0,5
	0,5
	
	
	
	
	
	
	1
	
	
	
	
	
	420

	Capmaq XB
	
	
	
	
	0,1
	0,1
	
	
	
	1
	
	
	
	
	420

	Cap.maq Y
	0,5
	0,5
	
	
	0,1
	0,1
	
	
	
	
	1
	
	
	
	780

	unid. de A
	-1
	-1
	-1
	
	2
	2
	1
	
	
	
	
	
	
	
	0

	Mat. Prima
	2
	2
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1
	
	
	10.000

	Unid. de B
	
	
	
	
	-1
	-1
	
	
	
	
	
	
	1
	
	-8.000

	Unid de A
	
	
	
	-1
	
	
	-1
	
	
	
	
	
	
	1
	-3.000

	Ítem monetario
	20
	30
	22,4
	32,4
	-230
	-225,2
	-120
	
	
	
	
	
	
	
	   Z

minimizar


Cuadro de definición de actividades        y         Cuadro de Ítems 
	X1 ;Producir  A con mat prima de <10 Tn y horas normales
	Operarios:  Minutos de operarios  utilizados-( no incluyen los adicionales

	X2 Producir  A con mat prima de  >10 Tn y horas normales
	Supervision: Minutos de supervisores utilizados

	X3 Producir  A con mat prima de <10 Tn y horas  extras
	Cap.Maq XA: Capacidad utilizada de Maq X en  produccion de A ( en ‘ ) 

	X4; Producir A  con mat. prima > 10 Tn y horas extras
	Cap.Maq XB: Capacidad utilizada de Maq X en  produccion de B ( en ‘ )

	X5: Producir y vender  B con horas normales
	Cap Maq Y: Capacidad utilizada de máquinas de tipo Y (

	X6:Producir y vender B con horas extra
	Unid. de A: Unidades de A

	X7: Vender A
	Unid de B: Unidades de B

	X8-X14 Actividades de disposicion o de surplus
	Mat.prima: Materia prima


Notas: la unidad de medida de los cinco primeros ítems es el minuto. 

5)Problema de cumplir un contrato con capacitación de personal
Un empresario debe cumplir de la forma más eficiente posible con una orden de fabricación del bien X que exige que al cabo del primer período se entreguen 100 unidades, al cabo del segundo 20, y al finalizar el tercero, 40.  La cantidad inicial del bien X disponible es de 20 unidades y la dotación es de 10 operarios. Cada operario en cada período puede entrenar a seis nuevos operarios, los que estarían capacitados para trabajar en el período siguiente, o trabajar en la producción de X produciendo ocho unidades al cabo del período.  Al finalizar el tercer período, deberá despedir a todos los operarios, menos a los 10 iniciales, a un costo de $ 30 por operario.  Asimismo, deberá pagar una multa por el monto no cumplido del contrato de $ 25 por unidad no entregada en término, las que se agregarán al requisito de entrega en el período próximo. Si hubiere más unidades que las que deba entregar en cada oportunidad, las unidades excedentes serán almacenadas para entrega en el próximo período con un costo de $ 10 por unidad por período. El salario por operario por período es de $ 5.   Deberá satisfacerse totalmente la orden de fabricación.

Plantee el problema en términos de programación lineal en forma tabular.

Solución:
a)  Definimos los ítems:

- operarios en los momentos 0, 1, 2, 3.

- unidades de X en los momentos 0, 1, 2, 3.

b)  Definimos las actividades:

Ei: entrenar operarios en el período i (medida en unidades de operarios del momento i-1).

Ni: no emplear los operarios durante el período i (medida en unidades de operarios del momento i-1).

Pi: producir durante el período i (medida en unidades de producto del momento  i ).

APi: actividad de penalidad por no alcanzar la producción en el período i  (medida en unidades de X del momento  i ).

Ai: almacenar 1 unidad durante el período i (medida en unidades de X del momento  i-1).

D3: despedir operarios en el momento 3 (medida en operarios del momento 3).

c) Establecemos los coeficientes de insumo-producto:

                             ( i = 1, 2, 3 )  

            1 operario "i-1"     -------(          Ei  ---------(      7 operarios " i "           

                     $ 35            -------(
              1 operario "i-1"    -------(          Pi   ---------(       1 operario  " i "           

                     $ 5              -------(                  ----------(        6 unidades "i "

            1 unidad "i +1"  -----------(    APi  ----------(  1 unidad "i"                   

                     $ 25             ----------(
               1 unidad "i-1"  --------------(     Ai   ---------(     1 unidad "i"             

                     $ 10          --------------(
             1 operario "3" -------------(    D3---------(( desaparece el operario )

              1 operario "i-1"  ------------(     Ni  ---------(     1 operario "i" 

                      $ 5

(La primera actividad se "lee" diciendo que un operario en el momento "i-1" (o al principio del período i) más el gasto de $ 35, son necesarios para obtener en el momento siguiente (o al final del período i = principio del período  i + 1 ), 7 operarios; o que la actividad de entrenar operarios a nivel unitario requiere de 1 operario en " i-1" para obtener 7 operarios en el período siguiente y que se les pague.)

 Tabla de Danzig para el problema del cumplimiento de un contrato con capacitación para la tarea.

	Actividad  Ítems
	 E1
	P1
	A1
	V1
	Pe1
	E2
	P2
	A2
	V2
	Pe2
	P3
	A3
	V3
	des
	Flujos Externos

	operarios en 0
	1
	1
	
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	5

	unidades en 0
	
	
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	10

	operarios en 1
	-7
	-1
	
	-1
	
	1
	1
	
	1
	
	
	
	
	
	0

	unidades en 1
	
	-8
	-1
	
	-1
	
	
	1
	
	
	
	
	
	
	-100

	operarios en 2
	
	
	
	
	
	-7
	-1
	
	-1
	
	1
	
	1
	
	0

	unidades en 2
	
	
	
	
	1
	
	-8
	-1
	
	-1
	
	1
	
	
	-20

	operarios en 3
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	-1
	
	-1
	1
	0

	unidades en 3
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1
	-8
	-1
	
	
	-40

	ítem monetario 
	35
	5
	10
	5
	25
	35
	5
	10
	5
	25
	5
	10
	5
	30
	Z

(min)


   Nota: Ei: Entrenar operarios en el periodo i  :Pi :Producir en periodo I;Ai : almacenar unidades en periodo i;  PEi : penalizar por incumplimiento entregas en momento i  ;Des: despedir trabajadores en momento 3.Ni: no utilizar operarios en i.  

6) Variante del problema de la gallina y el huevo

Un granjero dispone al comienzo del periodo de análisis de 200 gallinas y 400 huevos. En cada periodo del total de 3, él debe asignar las gallinas, o bien a poner huevos, o bien a empollarlos, obteniendo en cada caso por ave 10 huevos o 5 pollitos al cabo de cada periodo. Respecto de los huevos que no utiliza para ser empollados, al inicio de cada periodo el granjero puede optar entre venderlos de inmediato -a un precio unitario de $ 1 para el primer periodo, de $ 1,50 para el segundo y de $1,80 para el último -o almacenarlos a un costo de $ 0,20 por huevo para así disponerlos al inicio del periodo siguiente. Naturalmente podrá también hacer una combinación de todas estas opciones. Si al cabo del lapso de análisis debe vender todos los huevos y pollitos a un precio unitario de $ 1,90 y $ 8,00, respectivamente, formule el problema de optimización que enfrenta el avicultor.

Solución:

a)  En primer lugar puntualizamos cada una de las actividades identificando la entrada de insumos y la salida de productos con sus respectivos signos, de modo de determinar los coeficientes de insumo-producto.

b)  Como hay tres períodos, llamaremos a cada uno, respectivamente, período 1, 2, 3.

     Enunciamos las actividades:

          X11:  Poner huevos en 1                          X12:  Empollar y vender en 1

   ( + )    G0                    10 H1     ( - )          (+)     G0                                $ 40       ( - )

                                                                               5 H

      X13:  Vender huevos en 1 de inmediato                    X14:  Almacenar huevos en 1

           H0                          $ 1                                         H0                               H1

                                                                                       $ 0,2

       X21:  Poner huevos en 2                       X22:  Empollar y vender pollitos en 2

           G1                          10 H2                               G1                                $ 40

                                                                                5 H1

        X23: Vender huevos en 2 de inmediato     X24: Almacenar huevos en 2

           H1                          $ 1,5                                 H1                                H2

                                                                                 $ 0,2

      X31: Poner huevos en 3                                    X32: Empollar huevos en 3 

          y venderlos al final del período                                 y vender los pollitos

          (+)     G2                          $ 19     ( - )    (+)    G2                              $ 40   ( - )

                                                                                     5 H2

       X33: Vender huevos en 3 de inmediato           X34:  Almacenar y vender H3

          H2                            $ 1,8                                 H2                              $ 1,9

                                                                                  $ 0,2


Para tener una visión completa del planteo, reflejamos las actividades  en un cuadro de doble entrada, donde identificamos los ítems y las actividades por período, los flujos externos, los coeficientes de insumo producto y la función de costos a ser minimizada.

Tabla de Danzig de la gallina y el huevo

	          Período 1                Período 2                 Período 3                                         Flujo externo

	     X11  X12  X13  X14    X21  X22  X23  X24    X31  X32  X33  X34    Xa  Xb  Xc  Xd  Xe    Ex

	     

	G0   1     1                                                                                                 1                           200

	Ho          5        1      1                                                                                     1                     400

	G1                                    1       1                                                                         1                200

	H1  -10                    -1               5      1        1                                                              1            0

	G2                                                                         1       1                                                1     200

	H2                                   -10                      -1                 5      1      1                                          0

	ÍTEM   -40     -  1   0,2         -  40  - 1,5     0 ,2    -19  -40   -1,8   -1,7             -                   (V ) Min)

Monetrio


La nomenclatura utilizada es la siguiente:

G0 = gallinas en el período 1 ( inicio )                H0 = huevos en el período 1 ( inicio )

G1 = gallinas en el período 2 ( inicio)                 H1 = huevos en el período 2 ( inicio )

G2 = gallinas en el período 3 ( inicio                  H2 = huevos en el período 3 ( inicio )

Sección tercera

El Método Simplex

Generalidades

       Como nuestro interés es básicamente el de modelación microeconómica, hemos de hacer un muy breve y quizás superficial repaso del citado método para resolver la formulación matemática de problemas de PL, obviando  demostraciones de teoremas que serían pertinentes en un análisis más estríctamente matemático.

Las dos fases del método simplex

      El método simplex es una de las técnicas parar para encarar la resolución matemática de los problemas de programación lineal. Su inventor, George Danzig, distingue dos fases en la resolución de un problema de PL : la fase I y la fase II. La fase I  tiene como objetivo encontrar una solución que sea consistente con las restricciones planteadas -lo que se denomina una solución factible en el lenguaje de la PL-. Si la aplicación de la técnica simplex de la fase I no encuentra tal solución, la respuesta es: el problema de PL no tiene solución o el problema no es factible o también: el conjunto de soluciones factibles es un conjunto vacio. Si, en cambio, logramos obtener una solución factible al problema  -con la aplicación de las técnicas de la fase I o sin ella-, se encara la fase II del método simplex cuyo objetivo es, aplicando la rutina simplex, que no es otra cosa que una serie de instrucciones de cómo proceder para mejorar en cada paso la variable a optimizar Z, encontrar una solución óptima, o bien, descubrir que existe toda una clase de soluciones sin limite -o sea que Z tenderá a + ó - infinito según corresponda-.
Una inspección geométrica


Un examen de la solución por medios geométricos hará mucho más intuitiva la comprensión del método de resolución matemático. A tal fin, en la Figura 5 se plantea en forma geométrica el enunciado I.
Figura 5

                                                      150

                                                 X2
                                                       100          a
                                                         50


                                                         c
                                                                                                  b
                                          0                 50         75                       X1

El área comprendida entre los puntos {0,0} {100,0} {50,50} y {75,0} de la figura precedente, representa el conjunto factible de soluciones, ya que cualquier punto de este área -que está definido por la intersección de las correspendientes áreas debajo del par de restricciones y  por encima de los ejes de coordenadas-, como puede “verse”, cumple con todas las restricciones impuestas. Puntos  tales como  a, b ó c, violan alguna de las restricciones, por lo que no constituyen soluciones factibles (a viola la restricción 1, b la 2 y c la condición de no negatividad).   


Superpongamos ahora en la figura 6, que coincide con la figura anterior pero que además incluye la traducción geométrica de la siguiente nueva restricción que ahora imponemos:   X1 +X2 >= 160.

Figura 6  




Claramente, en esta nueva figura no es posible encontrar área alguna que sea común a todas las restricciones, es decir, no existe una solución factible.


Dibujemos ahora la función objetivo para un valor de 50 y para un valor de 180 y adicionémosle los datos de la Figura 5. Todo ello aparece en la figura 7. De este dibujo se desprenden dos cuestiones de importancia: 1) que la función objetivo con mayor valor es la más alejada del origen, o sea, la que está “más arriba” o “más afuera”, lo que sugiere de inmediato para los supuestos del caso -y en particular, para precios positivos- que cuanto más alejada esté la recta del origen, mayor será su valor -lo que se puede facilmente verifcar-, y 2) que mientras que la primera de las rectas identifica las soluciones factibles comprendidas por la intersección del segmento de la recta con el área factible, la segunda no contiene ninguna. Claramente, entonces, en este caso, encontrar una solución óptima factible, se logra  desplazando la recta de beneficios de modo de que se incremente el valor de  la ordenada al origen, pero de manera que no sobrepase el área factible. El punto D es precisamente este punto óptimo. 

Figura 7









 


Si a continuación variamos los precios -que determinan la posición y pendiente de la recta  objetivo- y repetimos para cada posible precio relativo este proceso de llevar hasta el punto factible más alejado del origen a dicha  recta de beneficios, nos encontraremos que el conjunto de soluciones óptimas factibles se situará en la frontera del area de factibilidad o sea en las lineas de frontera 0BDC. Una observación inmediata que surge de esta constatación es que para encontrar la -o las- solucion(es) óptima(s) al problema de PL, sólo necesitamos considerar la frontera del área factible y no todo el área. Una segunda observación que surge es la siguiente: aún en el improbable caso que la función objetivo tenga igual pendiente que alguna de las restricciones operativas, esto es restricciones que limitan el area factible, algunas de las soluciones de esquina -o sea 0, B ,C o D- también serán óptimas. Esto significa que para encontrar una solución óptima al problema de PL es suficiente considerar estas soluciones de vértice o soluciones básicas y no todas las soluciones que corresponden a la línea de frontera 0BCD. El estrechamiento en la búsqueda de soluciones posibles resulta formidable como resultado de las intuiciones anteriores, y, como se verá, el método simplex aprovecha plenamente esta circunstancia.

 Mecánica conceptual del método

      El método simplex, en términos generales, puede ahora entenderse fácilmente. La fase I está diseñada para determinar -o no- si la situación es como la que ilustra la Figura 6. Si es como esta figura, no hay nada más que hacer. No hay solución posible. En caso contrario, nos permitirá encontrar una solución básica - no necesariamente óptima- tal como los puntos 0 b, c, o D de la Figura 5. La fase II del método simplex partirá de la solución básica encontrada y, mediante la rutina simplex -que consistirá en una serie de instrucciones que nos permiten “saltar” de una solución básica a otra solución básica tal que mejore el valor de la función objetivo-, luego de un número finito de iteraciones, finalmente nos conducirá a la solución al problema de PL. Resulta intuitivo que, o bien se llegará a una situación en la que no es posible mejorar el valor de la función objetivo -en cuyo caso habremos alcanzado el óptimo-, o bien  no existe limite al valor  que se le puede dar a la función objetivo -solución sin limite-. La Figura 8 ilustra esta última  posibilidad.  

                                  Figura 8
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La forma canónica  

       Para iniciar cualquiera de las dos fases del método simplex para luego aplicar la rutina simplex, es necesario, en primer término, expresar el problema de PL en lo que se denomina la forma canónica del sistema, o sea, en una de las formas equivalente al mismo. Esto significa en un sistema de n ecuaciones lineales y m incógnitas -tal que n < m- que se expresará a n incógnitas -cualquier conjunto de n variables vale- en función de las n constantes y las m-n incógnitas restantes. En el sistema de ecuaciones del enunciado I - que reproducimos a continuación en primer término- una forma canónica fácil de establecer es la que se plantea seguidamente a continuación del planteo primigénico.

                                          Z  = PV1 + 1,6 PV2

       Sistema original     150  = PV1 +    2 PV2   +    Xa                   (3.1)

                                       100  = PV1 +       PV2                + Xb

                                          PV1,PV2,Xa,Xb>=0

                                         Z  =  0     +   PV1   +  1,6PV2

       Sistema en forma      Xa  = 150  -   PV1    -    2PV2                    ( 3.2)

         Canónica                 Xb = 100  -   PV1     -     PV2

                                          PV1,PV2,Xa,Xb>=0

       A las variables (o incógnitas) de la izquierda las denominamos básicas -o las variables que están en la base-, mientras que a las de la derecha las llamamos variables no básicas. Si le adjudicamos valor 0 a las variables no básicas -o a  las variables que no estan en la base, si se prefiere este modo de expresión-, las variables básicas asumirán los valores inmediatamente a la derecha del signo de igualdad, constituyendo éstos, en consecuencia, una solución básica del sistema. Z = 0, Xa= 100 y Xb= 150 constituye la solución básica del sistema anterior.

La rutina simplex


Pasemos ahora a considerar la rutina simplex. Como se parte de un sistema en forma canónica, es muy fácil ver a simple vista si es posible mejorar la solución básica obtenida simplemente fijandonos en el signo de los coeficientes de la función objetivo -también llamados coeficientes de  contribución marginal o precios implícitos de las variables no básicas correspondientes-. En el caso de maximización, si alguno de ellos fuera positivo es posible mejorar la solución ya que con sólo darle un valor positivo a la variable no básica correspondiente (previamente 0) habremos aumentado el valor de la función objetivo (lo que naturalmente requerirá un ajuste en el valor de las variables básicas restantes). En tal caso -en que uno de los precios de las variables no básicas fuera positivo- la rutina simplex eligirá la variable correspondiente para entrar en la nueva base y deberá simultáneamente elegir otra variable para salir de ella y así permitir que la variable a entrar asuma el valor máximo permitido  por las restricciones del problema. (En el supuesto de minimización, el proceso es exactamente el mismo pero con signo inverso, esto es, elegimos mejorar la solución ingresando a la base una de las variables correspondientes a las contribuciones marginales negativas).

El criterio simplex


Especificamente, si hubiera varios precios positivos en el caso de maximización, el criterio simplex exige que se ingrese la variable no básica cuyo precio implícito es el más alto. La justificación de este criterio es de orden práctico. Es muy sencillo: si hubiera empate, la elección será cuestión de azar. Esta manera de elegir en caso de igualdad de precios asegura que eventualmente se alcance el objetivo de maximizar la función.  Por su lado, la elección de qué variable retirar de la base estará determinada por una cuestión de factibilidad. En la medida en que la variable no básica elegida para ingresar a la base vaya incrementándose en valor, ello hará necesario reducir el valor de una (o más) de las variables básicas. El limite a dicha expansión estará dado cuando alguna de las variables básicas se reduzca a cero, ya que a partir de allí será imposible lograr una mayor reducción. La primera que lo haga será la candidata electa para salir de la base. Sólo si hay empate, recurriremos nuevamente al azar para decidir entre las posibles elegidas.


Este proceso de ingresar variables a la base y retirar variables de la base una a una, utilizando los criterios apuntados arriba -conjuntamente con las reglas de cálculo para llevarlo a cabo- es lo que se denomina la rutina simplex y se aplicará -en el caso de la fase II- hasta que todas las contribuciones marginales sean negativas en el caso de maximización -o todas sean positivas en el caso de minimización, en cuyo caso, se habrá alcanzado una solución óptima- o bien sea posible aumentar, sin limitación, alguna variable no básica a ser incorporada a la base. En el caso de la fase I, como se verá, la rutina simplex se repetirá hasta que sea capaz de arrojar una solución básica factible al problema planteado, o bien, mostrar que no existe ninguna solución factible.

 Aplicación de la rutina simplex al problema del enunciado I


Tal como lo requiere la fase II comenzamos con el problema expresado en forma canónica 3.2 que reproducimos a cotinuación:

           Maximizar              Z  =  0     +   PV1   +  1,6PV2

       Sistema en forma      Xa  = 150  -   PV1    -    2PV2                    ( 3.2)

         Canónica                 Xb = 100  -   PV1     -     PV2


La aplicación del criterio simplex determina que nos fijemos en los coeficientes de la función objetivo y elijamos el más alto -en este caso 1,6- por lo que elegimos PV2 para ingresar a la base. Seguidamente tenemos que decidir qué variable sacar de la base. A tal fin calculamos el cociente entre los coeficientes de la variable elegida -esto es, de PV2- y las correspondientes constantes. Es decir, calculamos 150/-2 y 100/-1, obteniendo respectivamente, - 75 y -100, y procedemos a ver cuál de los cocientes es el menos negativo de los coeficientes negativos**. En este caso, será -75. La variable correspondiente, que es Xa , será la variable a ser excluída de la base. 

**Nota: para comprender esta aparentemente confusa manera de expresarnos  téngase en cuenta que las constantes no pueden ser negativas pero algunos coeficientes  pueden ser positivos. Y los coeficientes positivos de las variables  no son limitativas a la expansión de la variable a ingresar. Por eso no decimos el “menor en términos absolutos”, pues si adoptaramos ese criterio, de haber un coeficiente positivo multiplicando alguna variable no básica en alguna de las ecuaciones,  ésta sería elegida -incorrectamente, como se comprenderá- si el valor de la constante fuera lo suficientemente bajo.
         Para entender este procedimiento preguntémosnos cuál es el máximo incremento que podemos lograr en PV2 según sea la restricción considerada. La respuesta es 75, para la primera y 100 para la segunda. Esto significa que deberemos elegir la variable correspondiente a la primera restricción, esto es, Xa, por cuanto aceptar cualquier otro valor mayor nos significaría un valor negativo para Xa, algo que nos está vedado por la condicion de no negatividad. Así pues, determinamos ingresar PV2 y a excluir a Xa de la base.                       


Lo que hacemos específicamente es: a) pasar la variable PV2 en la ecuación 2 a la izquierda del signo igual -cambiando de signo- y pasar la variable Xa a la derecha -a la posición previamente ocupada por PV2- con signo negativo; b) dividir toda la expresion  por el coeficiente de la variable PV2 -es decir, 2- y que de aquí en adelante llamaremos el pivote del sistema; c) reemplazar en todas las restantes ecuaciones la expresión funcional de PV2 donde aparece PV2; y finalmente, d) recolectar términos escribiendo la nueva forma canónica. El resultado de este proceder se observa a continuación.

Paso 1)        2PV2 =    150  -      PV1    -      Xa

Paso 2)          PV2 =    75    - 0,5PV1   -   0,5Xa   

Paso 3)              Z  =                   PV1  + 1.6*(75 - 0,5PV1   - 0,5Xa)

                       Xb  =    100    -    PV1   -        (75 - 0,5PV1  - 0,5Xa)

 Paso4)            Z  = (0  + 120)  + (1- 0,8 )PV1   -  0,8Xa

                    PV2  =           75    -         0,5PV1   -   0,5Xa

                      Xb  = ( 100 -75)   - (1 - 0,5)PV1   -   0,5Xa

                                             ó      

                        Z  =  120   + 0,2PV1 -  0,8Xa

                      PV2 =   75    - 0,5PV1  - 0,5Xa        (Nueva solución básica)

                        Xb =   25   - 0,5PV1  +  0,5Xa


Volvemos ahora a examinar a la función objetivo y nuevamente nos percatamos que hay coeficientes positivos que preceden a las variables no básicas -aquí sólo 0,2-, lo que nos indica que aún no hemos terminado. Repetimos el razonamiento anterior -o lo que es lo mismo, aplicamos la rutina simplex-, lo que nos lleva a introducir PV1 y a excluir a Xb y obtenemos:

            Z  =  130  - 0,4Xb   -  0,6Xa

         PV2 =    50  -     2Xb   +     Xa          ( Solucion básica óptima)

         PV1 =    50  +      Xb   -      Xb     


Claramente PV1=50 , PV2= 50 dan el maximo beneficio posible, Z = 130, dado que todos los coeficientes de contribución marginal resultan ahora negativos. No hay, en consecuencia, posibilidad de aumentar Z.


Para no operar con las ecuaciones, como lo hemos hecho arriba a efectos de ilustrar la mecánica de la rutina simplex, que para sistemas más grandes puede resultar engorroso, puede procederse en forma tabular como se ilustra a continuación para el mismo enunciado I, siguiendo las siguientes simples reglas para  plantear y pasar de una solución básica a otra -es decir, de una tabla solución a otra-, que se deducen de lo hecho arriba con las ecuaciones.

comenzamos expresando el sistema en forma tabular canónica como sigue:

Tabla de Simplex 1                              

                                                            (------Variables no basicas---------(
	Variables básicas
	 Constantes 
	PV1
	PV2

	 Z
	0
	 1
	 1,6

	Xa
	150
	-1
	-2

	Xb
	100
	-1
	-1


2) Determinamos qué variable ingresar a la base y cuál sacar de la base         (podemos trazar una linea gruesa en la columna y fila correspendiente. La intersección de las lineas determina el pivote de esta iteración.) 

3) Trazamos una nueva tabla de iguales dimensiones que la anterior con iguales encabezamientos que la anterior, excepto que sustituimos el encabezamiento de la variable no básica (de aquí en más, “promovida” a básica) por el de la -hasta ahora- básica (que ha sido “degradada” a no básica), y viceversa.

Tabla de Simplex 2 (vacia)

	Variables basicas
	Constantes
	PV1
	(Xa

	Z
	
	
	

	(PV2
	
	
	

	Xb
	
	
	


a) En la celda correspondiente al pivote de esta iteración colocamos la inversa del pivote; b) las celdas -fila- correspondientes a la variable ingresada a la base -PV2- se obtienen dividiendo la correspondiente celda de la primera tabla por el pivote -sin considerar el signo de este último-; c) las celdas -columna- correspondientes a la variable excluída de la base -Xa- se calculan dividiendo la correspondiente celda de la primera tabla por el pivote. El resultado de lo anterior se muestra a continuación:

Tabla de Simplex 2 (incompleta)

	Variables básicas
	Constantes 
	PV1
	Xa

	Z
	
	
	-0,8

	PV2
	75
	-0,5
	-0,5

	Xb
	
	
	 0,5



Las restantes celdas se obtienen restandole al valor de igual celda en la tabla original, el cociente compuesto por a) el producto entre el coeficiente correspondiente a la fila  en que se encuentra el pivote y la columna en la que se encuentra la celda a calcular y el coeficiente de la columna en la que se encuentra el pivote y la fila en la que se situa la celda a calcularse, y b) el pivote. Por ejemplo, la celda correspendiente a la tercera fila primera columna se calcularía como sigue: 100 - {(150)*(-1)}/(-2) =25 . La tabla resultante se presenta seguidamente:

Tabla de Simplex 2 (completa)

	Variables básicas 
	Constantes 
	PV1
	Xa

	Z
	120
	 0,2
	-0,8

	PV2
	 75
	-0,5
	-0,5

	Xb
	 25
	-0,5
	 0,5


   Iterando una vez más se obtendría:

Tabla de Simplex  3 ( final)

	Variables básicas
	Constantes 
	Xb
	Xa

	Z
	130
	-0,4
	-0,6

	PV2
	 50
	  1
	- 1

	PV1
	 50
	 -2
	  1


Fase I del simplex


El enunciado I, como muchos problemas de PL, posee una solución básica factible fácil de encontrar y, por tanto, la fase II del método simplex puede ser obviada. Pero también es verdad que en otros tantos esto no es así. 
Tomemos como ejemplo el siguiente simple problema de minimización (problema de Min No 1) :

   Min       V     =      150X1  + 100X2 

                 1      =             X1  +     X2 +   - X3

                       1,6    =           2X1   +    X2               -X4

                                X1,X2,X3,X4 >=0


Poner este simple problema en forma canónica con una solución básica factible no es inmediata como pudiera suponerse. Si elige X3 y X4 como básicas se encontrará que la solución para estas variables será negativa, es decir, infactible. En estos casos -en el que no es fácil encontrar una solución básica factible-, se procede del siguiente modo: a) se definen variables artificiales, una por cada restricción; b) cada variable artificial es sumada -restada si se maximiza- a la correspondiente ecuación; c) las variables artificiales se suman a la función objetivo multiplicadas por el coeficiente M -sise minimiza y conrariamente si se maximiza-. De tal modo que el problema No 1 queda expresado como sigue:

    Min       V     =      150X1  + 100X2                       +  MX5   + MX6

                 1      =             X1  +     X2 +    - X3            +  X5

                      1,6    =           2X1   +    X2                 - X4                +  X6

                                         X1,X2,X3,X4,X5,X6>=0


Y expresar en forma canónica el anterior planteo resulta fácil, quedando como sigue:

 Min      V  =2,6M   + (150-3M)X1 +(100-2M)X2  +  MX3     +  MX4 

             X5=      1   -                 X1   -                X2   +      X3

             X6=      1,6  -             2X1   -                 X2                      +    X4

                                        X1,X2,X3,X4,X5,X6>=0

         Si a este problema artificial -algunas veces llamado programa de factibilidad- se le aplica una y otra vez la rutina simplex, y, eventualmente, se logra eliminar a todas las variables artificiales de la base, lo que se habrá obtenido no es otra cosa que ¡una solución básica factible al problema original! El sistema con las variables artificiales anuladas es obviamente equivalente al sistema original. En tal caso, continuaríamos, a partir de dicha solución factible básica, con la fase II. La manera que la fase I tiene para inducir el descarte de las variables artificiales es asignando un valor suficientemente grande a M -en el caso de un problema de mínimo y uno suficientemente  negativo en el caso de uno de máximo- de manera que el criterio simplex seleccione, en las primeras rondas, las variables del problema original para integrar la base y, consecuentemente, elija las variables artificiales para salir de ella. Si el problema artificial o problema de factibilidad logra un óptimo sin eliminar todas las variables artificiales de la base, ello indica la infactibilidad del problema original (imagine a M igual a infinito y se dara cuenta porqué). A título de ejemplo, resolvemos a continuación el problema planteado.

Tabla I de simplex para el programa de factibilidad

	Variables basicas
	constantes
	X1
	X2
	X3
	X4

	Va
	    +  2,6M
	        -3M
	      -2M
	       M   
	         M

	V
	0
	150
	100
	
	

	X5
	1
	- 1
	- 1
	 1
	0

	X6
	1,6
	- 2
	- 1
	0
	 1 


Tabla II de simplex para el programa de factibilidad
	Variables basicas
	constantes
	X6
	X2
	X3
	X4

	Va
	-0,2M
	1,5M
	-0,5M
	M
	-0,5M

	V
	120
	-75
	25
	0
	75

	X5
	0,2
	0.5
	-0,5
	1
	-0,5

	X1
	0,8
	-0,5
	-0,5
	0
	0,5


Tabla III de simplex para el programa de factibilidad
	Variables básicas
	constantes
	X6
	X5
	X3
	X4

	Va
	0
	M
	M
	0
	0

	V
	130
	-50
	-50
	 50
	 50

	X2
	0,4
	1
	-2
	2
	-1

	X1
	0,6
	-1
	1
	-1
	1


( El lector habrá notado que el criterio simplex en el caso de minimización exige que se elija la contribución marginal más pequeña para ingresar a la base -es decir la “mas” negativa -.) La fase I del metodo simplex, en este caso, nos ha conducido a obtener una solución básica factible al problema original que también resulta óptima.

Resumen del método simplex


Enfrentado con un problema de programación lineal en desigualdades, el primer paso consistirá en introducir las variables de holgura o de surplus para formularlo en términos de igualdades. Paso seguido, se lo analizará a efectos de expresar las ecuaciones en forma canónica de modo tal de que de dicho sistema surja una primera solución básica al problema. Si ello no fuera fácil, lo aconsejable es introducir variables artificiales al problema original y ahora si expresar el nuevo y artificial problema en forma canónica. Ante esta última alternativa aplicaríamos la rutina simplex hasta eliminar todas las variables artificiales o, si el problema alcanzara un óptimo antes de que ello ocurra, declarar al problema como infactible. Si encontramos una solución básica factible, ya sea por medio de la aplicación de la fase I del método simplex o no, sometemos a dicha solución al algoritmo simplex tantas veces como sea necesario para que, o bien obtengamos una solución óptima, o bien encontremos una solución -o más bien una clase de soluciones- sin limite.

Sección cuarta

Dualidad


Si en la formulación del problema de PL prescindieramos de las variables de holgura y de surplus, el problema de programación puede escribirse en términos muy generales para el caso de maximización como:

1)  Maximizar Z =  

           ( para j= 1,2 ……m)

2)      Sujeto a          

  (  para  i = 1,2,3…...n ) 
3)       y                   



Siguiendo a Von Neumann hemos de denominar a esta formulación del problema como el problema  primal de PL , con el objeto de distinguirlo del problema dual (del anterior) al que definimos como sigue: 

1)Minimizar V=         

                    ( para i= 1,2 …… .n)           2)       sujeto a             



 EMBED Equation.2  
       (  para  j = 1,2,3…...m)         3)           y                           


Destaquemos las diferencias entre los dos planteos en la siguiente tabla:

Diferencias entre los problema de programación lineal

	Primal
	Dual

	Maximiza
	Minimiza

	restricciones <=
	restricciones >=

	Número de restricciones: n
	Número de restricciones: m

	Número de variables: m
	Número de variables: n

	Coeficientesde insumo-producto aij
	Coeficientesde insumo-producto aji

	Constantes : Ai      (i=1,2…n)
	Constantes : Pj      ( j=1,2…..m)

	Coeficientes de la 

función objetivo : Pj
	Coeficientes de la 

función objetivo: Ai



Expresados de tal forma es facil ver que el dual del dual no es otra cosa que el problema primal de modo que no importa a cual de los dos problemas llamemos primal o dual; si al que maximiza o al que minimiza; si uno es el dual el otro es el primal.

Tres trucos útiles en PL 


Puede ocurrir en algun planteo que se presente, en lugar de una desigualdad débil, una igualdad. A efectos de expresar el problema en los términos arriba planteados, sólo basta notar que una ecuación puede expresarse como dos inecuaciones en desigualdades débiles. Así, por ejemplo, la ecuación

            aX1 + bX2 + cX3 = M 

    puede expresarse con las dos siguientes expresiones:

          aX1 + bX2 + cX3 >= M    y   aX1 + bX2 + cX3 <= M

También puede ocurrir que alguna restricción tuviera el signo de desigualdad en sentido contrario a las restantes.  En tal caso, multiplicación por menos uno mediante de cada término de la inecuación, logrará la homogeneidad del los signos deseada.


Un tercera situación que se pudiera presentar es una en la que no tenemos inconveniente que alguna variable adopte valores negativos -es más, podemos querer que en alguna circumstancia ello pueda ocurrir-. En tal caso, lo que haremos es desdoblar la variable a la que le admitimos adopte valores negativos en dos variables no negativas. Por ejemplo si le permitimos a X5 adotar cualquier valor podemos escribir X5= X5’ - X5” donde X5’ y X5” son variables no negativas. Esto es como en contabilidad, en la que no existen variables negativas pero sin embargo, el saldo de alguna cuenta si puede serlo.

Ejercicio: formular el problema dual del siguiente problema: 

Maximizar  Z = P1X1 +P2X2+P3X3 +P4X4

                            aX1 + bX2 + cX3  +  dX4 =   A

sujeto a                eX1 +  fX2 + gX3  +  hX4 >= B

                             iX1 +  jX2 + kX3  +   lX4<=  C

                            X1,X2,X3,>=0   y   X4 irrestricto

Aplicando las reglas de conversión y haciendo uso de los trucos aprendidos el primal se expresaría como sigue:

Maximizar Z = P1X1 +P2X2 +P3X3 + P4X4’- P4X4’’

                          aX1  +  bX2 + cX3 + dX4’ - dX4” <=  A

                        - aX1  -  bX2   - cX3  - dX4’ + dX4”<= -A

sujeto a            - eX1   -  fX2    - gX3  -hX4’ + hX4”<= -B

                           iX1   + jX2   +  kX3  +lX4’ -  lX4”<=  C

y                           X1,X2,X3,X4’,X4”>=0   donde  X4 =X4’- X4”

El dual puede ahora expresarse como sigue:

Minimizar V =    AY1 -AY2  -BY3 +CY4

                            aY1  -aY2  -eY3 +  iY4 >= P1

                            bY1 - bY2  -fY3 +   jY4 >=  P2

 Sujeto a              cY1  -cY2 - gY3  + kY4>= P3

                            dY1  -dY2  -hY3 +  lY4>= P4

                           -dY1 +dY2 +hY3  -  lY4>= P4  

 y                            Y1,Y2,Y3,Y4 >=0

                                 ó también como

 Minimizar V =   Ay  -BY3 +CY4

                             ay  -eY3 +  iY4 >= P1

                             by  -fY3 +   jY4>= P2

 Sujeto a               cy - gY3 + kY4>= P3

                             dy  -hY3 +  lY4>= P4

                            -dy +hY3  -  lY4>= P4  

 y                               Y3,Y4 >=0     y     y= Y1-Y2,  irrestricta en signo.

Teoremas de Dualidad


Desde la perspectiva matemática lo realmente significativo es que se pueden demostrar varios teoremas que establecen relaciones necesarias entre los dos tipos de planteos, llamados teoremas de dualidad. Los dos más importantes desde el ángulo de la modelación microeconómica se enuncian a continuación y a los que denominaremos Teoremas fundamentales de dualidad I y II:

Teorema I :

 Si los problemas primal y dual tienen ambos alguna solución básica factible, ambos tendrán solucion óptima tal que:  
  Min  V=Max  Z
Teorema II :
 Si en la solución óptima del problema primal o dual  a) la j-ava restriccion se cumple con desigualdad, a’) la j-ava variable del problema dual correspondiente se anula, y b) la j-ava variable es positiva, b’) la  j-ava restricción del problema dual correspondiente  correspondiente se cumple con igualdad. (También , si  a’) cuando a) y b’) cuando b) las soluciones del primal y el dual son óptimas.) 


La utlidad de estos teoremas es al menos doble, ya que por un lado -el del cálculo numérico-, nos da la opción de resolver algun problema de PL por uno u otro método, el que nos resulte más cómodo o fácil, al tiempo que nos provee de un instrumento para verificar la existencia de solución o para probar la optimalidad, alternativamente, de una solución dada. Por otro lado, nos sugiere que hay una interpretación alternativa a la formulada en el problema original. Es a este segundo aspecto que seguidamente prestaremos nuestra atención.

Sección quinta

Interpretación económica en PL

Interpretación de la dualidad


Si le preguntáramos a un contador -en lo possible uno que no tenga ni la menor idea de PL- que a partir de la solución al problema del enunciado I nos respondiera cuál es el costo unitario de producir (y vender) el bien 1 y el 2, muy probablemente nos mirará primero con algo de desconcierto -¡pero si no hay precio de los insumos!- para luego, más abstractamente contestarnos que, como  se requiere una unidad del insumo A y una de B , el costo unitario (Cu1) se calcularía como Pa + Pb mientras que el costo unitario (Cu2) del bien 2 se calcularía como 2Pa + Pb,  toda vez que se requieren dos unidades de A y una de B por unidad de 2. Eso, si se conocieran los precios de los insumos A y B cosa que se desconoce. 

          Con la misma abstracción nos respondería que el costo total de producir ambos bienes sería igual a: APa + BPb (es decir, 150Pa + 100Pb). Si finalmente, le preguntáramos si es que  puede obtener esos precios de los insumos si se asume que producir y vender 1 y 2 son actividades perfectamente competitivas, en las cuales, o bien a) no hay beneficio alguno o bien b) si hubiere pérdidas, no se produciría el bien, la contestación que podría dar sería: como los bienes 1 y 2 son producidos en cantidades óptimas, los precios que resuelven el siguiente conjunto de ecuaciones,  es la respuesta, siendo V el costo total resultante:

                           1   =      Pa   +        Pb  

                          1,6 =     2Pa   +       Pb

                          V   = 150Pa  +   100Pb

(Si se supone que el beneficio es cero, V será igual al ingreso total). Resolviendo el sistema anterior, obtendría Pa = 0,6  , Pb = 0,4  y  V = 130 . 
Hecho esto, nuestro contador nos diria que lo que acaba de hacer no es otra cosa que imputar precios a los factores productivos bajo el supuesto de beneficio nulo. Si ahora formulamos el problema dual del enunciado I de referencia obtendremos:

          min         V   = 150Pa + 100Pb

      sujeto a       1  <=      Pa   +      Pb

                         1,6<=    2Pa    +     Pb  

           y                            Pa,Pb>=0


Reconocemos inmediatamente que este problema es el problema de minimizacion No 1 cuya respuesta encontramos arriba y es Pa =0,6 , Pb =0,4 y V= 130. Teniendo en cuenta los comentarios de nuestro contador arriba, la interpretación a nuestro problema dual es la siguiente: lo que se busca es minimizar el valor imputado a los insumos sujeto a que el costo (unitario) de producción de cada bien sea igual o mayor al precio unitario del mismo. Y aquí  nos apresuramos a sacar a relucir el Teorema de Dualidad II para señalar que si el costo excediera al ingreso de cualquiera de los bienes éste no sería producido.


Si le hubieramos preguntado a un economista, en cambio, acerca del costo de producir los bienes 1 y 2, éste nos hubiera contestado posiblemente  algo como sigue: “El concepto pertinente para responde a su interrogante  es el de costo de oportunidad. Este costo para una unidad del factor A -o su precio sombra- en la empresa de referencia se obtiene averiguando cuál es el mejor uso para una unidad adicional de dicho insumo; en este caso, razonando que si dejáramos de producir una unidad del bien 1, se liberarían una unidad del factor A y otra de B, con lo que sumados a la unidad de A adicionada se podria producir una unidad del bien 2. O sea que en términos de valor se pierde $1 por un lado, pero se adiciona $ 1,6 por el otro; es decir, se adicionan $ 0,6 neto como resultado de agregar una unidad de A -y ajustar optimamente la producción-. Este sería el costo o beneficio  de oportunidad del insumo A.’’ En terminos análogos razonaría para establecer el costo de oportunidad - o precio sombra- de una unidad del factor B. Si se deja de producir una unidad del bien dos -y en consecuencia, se liberan dos unidades de A y una de B- al adicionar una unidad de B es posible producir dos unidades del bien 1. En términos de valor se pierden $ 1,6 -por la perdida de la unidad del bien 2- pero se ganan $ 2 -por la producción de dos unidades del bien 1- o sea, se obtiene un neto de $ 0,4 por la incorporacion de una unidad adicional de B. El costo de oportunidad de B sería pues $ 0,4.


Comparando la solución óptima del dual con los precios sombra de los insumos obtenidos por el economista y los precios imputados por el contador vemos que estamos describiendo el mismo fenómeno pero de angulos diferentes. Notemos que en este problema ,así como en el caso general , que si alguno de los factores no constituyera restricción a la producción -por ejemplo, si B fuera igual a 400-, la adición -o para el caso sustracción de una unidad de dicho insumo- no modificaría en absoluto el nivel óptimo de producción-, por lo que no agregaría o sustraeria valor a la actividad desde el punto de vista del economista. O sea que el valor de este insumo pasaría a ser 0. Bajo estas circunstancias -exceso, o superabundancia, de B, si se prefiere-, el máximo ingreso se obtiene produciendo solamente el bien 2 -con lo que se obtienen  $ 150-. Desde la perspectiva de la PL si la restricción 2da -la que corresponde a B- se cumple con desigualdad, de acuerdo al Teorema II de Dualidad, la segunda variable del dual será igual a 0, esto es el precio (sombra) de B -tal como lo habría previsto el razonamiento económico. En cuanto a nuestro contador, al solamente producirse el bien 1, ante igual interrogante que el efectuado arriba, éste concluiría también que Pb resultaría igual a 0 por cuanto el costo sin beneficios de la actividad 1, la no obtención de beneficios en las actividades restantes y la imputación de todo el costo al ingreso generado  implicaría :

           Pa + pb = 1 ,    2Pa + Pb >= 1,6  y  150Pa +400Pb = 150


El único conjunto de precios de los insumos que imputa correctamente, es decir, cumple con las tres condiciones anteriores, es Pa = 1 y Pb =0 , el mismo resultado del economista y del programador lineal. 

La tabla de simplex y dualidad


Un examen de los valores de la primera fila de la tabla de simplex 3 (final) arriba, revela la solución del problema dual ya que 130 = V, -0,6 para la variable de holgura Xa y -0,4 para la variable Xb muestra los valores correspondientes a menos Pa y menos Pb del problema dual. Siendo Pa y Pb el valor de agregar una unidad de A y de B respectivamente, esto del signo negativo se entiende perfectamente si se tiene en cuenta que incrementar en una unidad el valor de las variables de holgura significa restarle una unidad del insumo correspondiente a la actividad productiva. Esto significa que la tabla de simplex no sólo da la solución al problema primal sino que también -como yapa- da la solución al problema dual (cambiando los signos a la primera fila de variables no básicas y sustituyendo por éstas, los precios sombra o valuaciones marginales de los flujos externos correspondientes). (Esto ocurre en todas las tablas de simplex excepto en el improbable caso conocido como “degenerado” que tiene lugar cuando una o mas de las variables básicas asume(n) el valor 0 en el óptimo.)

Un procedimiento sencillo para resolver el problema del transporte

En esta sección resolveremos el problema de transporte -PT- formulado como problema 2) arriba, siguiendo una rutina bastante simple, alternativa a la simplex y que manualmente se puede realizar facilmente. En primer lugar hemos de mostrar paso a paso la mecánica de este procedimiento aplicado al problema en cuestión en forma muy resumida, para luego, y en forma igualmente sintética, efectuar cortos comentarios acerca de la lógica subyacente a tal metodología, en los que las consideraciomes de dualidad tienen un rol importante.

Asignación de cantidades a los trayectos.


Como paso previo a la resolución del PT, volcamos los datos del mismo en la siguiente tabla de doble entrada que se autoexplica.

Tabla 1 del PT

	Origen -Destino
	a
	b
	c
	d
	Total origen
	Precios sombra en origen

	A
	$10
	$5
	$6
	$7
	50
	

	B
	$8
	$2
	$7
	$6
	50
	

	C
	$9
	$3
	$4
	$8
	100
	

	Total destino
	30
	40
	60
	70
	200 / 200
	

	Precios sombra en destino
	
	
	
	
	
	


Paso 1) En la celda correspondiente a la menor tarifa -a la que previamente no se le haya imputado cantidad alguna y se le pueda asignar una cantidad positiva-, se le asignará la máxima cantidad admisible ya sea por la disponibildad remanente en origen o por el requerimiento insatisfecho del destino.- en este primer caso la celda será Bb y la cantidad 40. Caso contrario, se continuará con la celda que corresponde a la menor tarifa que le sigue.

Paso 2) Se marcará -con una flechita, por ejemplo- la fila o la columna a la que ahora no podrá imputársele cantidad alguna por haberse satisfecho el requerimiento o la disponibilidad.-en este caso la flechita se colocará en la columna de destino b. Si simultáneamente se hubieran satisfecho ambos extremos, sólo se señalará uno de ellos.

Paso 3) Se repite el paso 1).- en este caso como la menor tarifa es $3 no es posible imputarle cantidad alguna por cuanto el requerimiento del destino b ya ha sido satisfecho.

Paso 4) Se repite el paso 1) -en este caso la celda Cc es la que tiene la tarifa más baja y la cantidad que deberá imputarse a esta celda será 60.
Paso 5) Se repite el paso 2) - aquí se coloca una flechita en el destino c .
Paso 6) Se repite el paso 1)- no es posible asignar cantidad a la celda Ab .
Paso 7) Se repite paso 1) - en este caso podemos elegir entre la celdas Ac y Bd. Como no es posible asignar una cantidad positiva a Ac imputamos 10 a la otra celda.

Y así sucesivamente hasta llegar a la siguiente tabla :
Tabla 2 del TP

	Origen -Destino
	a
	b

     
	c

       
	d
	Total origen
	Precios sombra en origen

	A  (
	$10
	$5
	$6
	$7       50
	50
	

	B  (
	$8
	$2       40
	$7
	$6       10
	50
	

	C  (
	$9       30
	$3
	$4       60
	$8       10
	100
	

	Total destino
	30
	40
	60
	70
	200 / 200
	

	Precios sombra en destino
	
	
	
	
	
	


Esta tabla específicamente deberá tener seis flechitas -o sea, el número de orígenes más el número de destinos menos 1-. Si porque otros fueran los números en origen y destino -por ejemplo, si en alguna imputación se hubiera satisfecho tanto algún destino como algún origen simultáneamente-, en ese caso hubiesen figurado menos flechitas. En tal circunstancia, se deberán colocar ceros en las celdas no intersectadas por las flechitas -o sea, que se le asignará cero a dichas celdas- hasta completar el número requerido.

Determinación  de los precios sombras.


Ahora considerararemos los pasos para llenar las celdas correspondientes a los precios sombra. El procedimiento parte del principio de que para todas aquellas celdas que tienen asignaciones, el valor de la tarifa de dicha celda deberá igualar la suma de los precios sombra correspondientes. Como paso previo a esta etapa del cálculo, se le imputa el valor cero al precio sombra en cuya fila o columna se hayan efectuado el mayor número de imputaciones (este criterio es de orden práctico: es fácil calcular los primeros precios sombra).

Paso 1) En la celda que corresponde a la columna de precios sombra en origen y la fila C -es decir al precio sombra en origen C- imputamos un cero y en las celdas correspondientes a precios sombra en destino obtenemos para a : $9 para c : $4  y para d : $8. 

Paso 2) En base al precio sombra en  destino d  y las tarifas de Ad y Bd es posible calcular el precio sombra en origen A y B como -1 y -2 respectivamente -o sea la tarifa correspondiente menos el precio sombra en destino de d-. Ahora se calcula facilmente el precio sombra en destino de b , restándole a la tarifa $2 el precio sombra en origen $-2 - o sea $4 .
El resultado de estos pasos se adiciona a la tabla que ahora nos queda como sigue:
Tabla 3 del PT
	Origen Destino


	a
	b

     
	c

       
	d
	Total origen
	Precios sombra en origen

	A  (
	$10
	$5
	$6
	$7       50
	50
	$-1

	B  (
	$8
	$2       40
	$7
	$6       10
	50
	$-2

	C  (
	$9       30
	$3
	$4       60
	$8       10
	100
	$ 0

	Total destino
	30
	40
	60
	70
	200 / 200
	

	Precios sombra en destino
	$9
	$4
	$4
	$8
	
	


Paso 3) Habiendo calculado todos los precios sombra en los pasos anteriores, calculamos ahora el costo sombra de las rutas o celdas sin imputación, sumando los precios sombra correspondientes. En la tabla siguiente adicionamos estos cálculos a la tabla precedente.

Tabla 4 del PT

	Origen -Destino
	a
	b

     
	c

       
	d
	Total origen
	Precios sombra en origen

	A  (
	$10    $8
	$5       $3
	$6       $3
	$7       50
	50
	$-1

	B  (
	$8      $7
	$2       40
	$7       $2
	$6       10
	50
	$-2

	C  (
	$9       30
	$3       $4
	$4       60
	$8       10
	100
	$ 0

	Total destino
	          30
	           40
	          60
	          70
	200 / 200
	

	Precios sombra en destino
	$9
	$4
	$4
	$8
	
	


 Prueba de optimalidad.

Si no hubiere celda alguna en que el costo sombra exceda a la tarifa , dictaminaríamos la optimalidad de la solución encontrada. En el caso como el que se plantea, observamos que la celda Cb no cumple con este requisito. Esto significa que la solución aún no es óptima y debemos continuar. De haber más de una celda que no cumpla con el requisito de optimalidad  elegiremos aquella cuya diferencia es la mayor. En caso de empate, el azar dispondrá. En caso que haya una sola, como aquí, ésta será la elegida para que se le imputen cantidades segun el procedimiento que se detalla.

Vuelta al principio.

Paso 1) En la celda elegida colocaremos el símbolo # para denotar que éste será el valor que se imputará a esta celda; pero imputar ese valor a esta celda requerirá de ajustes en +# y -# en algunas celdas previamente con imputaciones. Lo que buscamos ahora en la fila -o la columna- de la celda elegida es ver cuál imputación es la que limita la expansión al máximo de la celda escogida. Recorriendo esta fila encontramos que la celda Cd es la que contiene la imputación más baja y, en consecuencia, la que no permite una mayor expansión. En esta celda ahora imputamos - #.  A su vez, el decremento en # de esta última celda requerirá un incremento en # en la imputación a alguna celda de la columna a la cual pertenece Cd de modo que se siga cumpliendo el requerimiento del destino d. En este caso imputaremos una adición de # a la celda cuyo incremento estará limitado por la reducción en alguna otra celda con imputación. En este caso la celda será Bd que es limitada por la celda Bb a la que restaremos # y que coincide con la deducción de # requerido por la imputación original. Cuando esto ocurre el proceso culmina. La tabla con estas sumas y restas de # se plantea a continuación:

                                        Tabla 5 del PT
	Origen -Destino
	a
	b

     
	c

       
	d
	Total origen
	Precios sombra en origen

	A  (
	$10    
	$5       
	$6       
	$7       50
	50
	$-1

	B  (
	$8      
	$2  -#  40
	$7       
	$6 +# 10
	50
	$-2

	C  (
	$9       30
	$3     +#  
	$4       60
	$8 -#  10
	100
	$ 0

	Total destino
	          30
	           40
	          60
	          70
	200 / 200
	

	Precios sombra en destino
	$9
	$4
	$4
	$8
	
	


Claramente, el máximo valor que se le puede asignar a # es 10. En consecuencia, recalculamos las imputaciones a la tabla y volvemos a repetir todo el proceso de calcular los nuevos precios sombra y de calcular los nuevos costos sombra. La tabla resultante es la que sigue y como podrá comprobarse, también es óptima.

Tabla del PT (óptima)

	Origen -Destino
	a
	b

     
	c

       
	d
	Total origen
	Precios sombra en origen

	A  (
	$10     $9
	$5       $3 
	$6      $4
	$7       50
	50
	$0

	B  (
	$8       $8
	$2       30
	$7       $3
	$6       20
	50
	-$1

	C  (
	$9       30
	$3       10
	$4       60
	$8      $7
	100
	$ 0

	Total destino
	          30
	           40
	          60
	          70
	200 / 200
	

	Precios sombra en destino
	$9
	$3
	$4
	$7
	
	


(La igualdad entre costo sombra y tarifa en la celda Ba pone en evidencia que hay otras soluciones igualmente óptimas que la presente, es decir, cuyo costo es el mismo).

La lógica del método de resolución.

      El problema orignal contiene 7 ecuaciones, una de las cuales resulta redundante, toda vez que el total en destino es igual al total en origen. En general si hay m origenes y n destinos habrá m + n -1 ecuaciones independientes. En consecuencia habrá este número de variables básicas -sin tener en cuenta la variable Z de la función objetivo-. Como el sistema es triangular, su resolución es muy sencilla como se pude ver ya que fijando la solución   a la primera variable, la segunda queda determinada y así sucesivamente. El primero y segundo paso están, en consecuencia, encaminados a obtener una solución básica factible al sistema, utilizando un criterio razonable para la selección de variables básicas en la primera prueba, que determina que se  utilizen las rutas más baratas posibles. Las flechitas sirven al efecto de asegurar que se escojan exactamente  m  + n - 1 variables básicas.


Si obtenemos el dual del sistema primal resuelto , obtendremos m + n variables duales, una variable que puede fijarse arbitrariamente ya que sólo hay m + n -1 ecuaciones independientes. También aquí la particular estructura matemática del problema hace que las m+n-1 variables duales restantes sean fáciles de calcular.


Pero para que la solución sea óptima se requiere que las inecuaciones del dual no consideradas arriba resulten menores o iguales a los respectivos costos de transporte -de modo que sean congruentes con las variables no básicas iguales a cero del problema primal. Si ello no ocurre la solución no es óptima y en consecuencia habrá que cambiar la solución básica. Y al igual que en el caso del simplex, volvemos a aplicar la rutina descripta, que en un número finito de pasos nos llevará a la solución deseada utilizando un criterio similar al simplex para elegir la variable a ingresar a la base .


Este método de resolución puede ser aplicado a problemas tales como el de asignación de tareas cuya estructura matemática es similar al del PT. Sintéticamente el problema de asignación de tareas consiste  en -calificado con un puntaje de mayor a menor según el mayor o menor mérito a n individuos en cada una de las m distintas posibles posiciones que sólo uno puede cubrir-, lograr el equipo de m individuos (m<n) que maximice el puntaje.

Sección sexta

Análisis de sensibilidad


Los economistas llaman al análisis de variar los parámetros de los  modelos sobre la solución de equilibrio, análisis de estática comparada o  de estática comparativa. La idea es sujetar a un cambio a alguna variable fija o exógena al modelo analizado y ver la respuesta de éste a tal cambio de circunstancia. Responde al interrogante “¿qué pasaría si…?” En PL este tipo de análisis se llama análisis de sensibilidad y tiene por objeto averiguar qué le pasa a la solución óptima de un problema de PL cuando se modifica algún parámetro o variable dada del mismo, como podría ser la modificación de los precios o coeficientes de la función objetivo, o bien algun flujo externo, o algún coeficiente de insumo-producto. Saber cómo se comporta la solución en estos casos puede resultar valioso si, en cierta medida, estos coeficientes son controlables -en un largo plazo, por ejemplo- ya que nos permitirá concentrarnos en aquellas variables más importantes o que más contribuyen a mejorar la solución deseada. Y aúnque no lo fueran, saber cuáles son las variaciones de parámetros que más decisivamente afectan la solución puede hacer que -como en general, los parámetros son estimativos- investiguemos con mayor cuidado tales valores. También es interesante conocer -y lo que los economistas llaman la robustez del modelo o de su solución- si la solución es muy sensible a pequeños cambios que es dable esperar en la realidad y si existen soluciones quizás no óptimas pero que si sean más insensibles a cambios de poca importancia, especialmente en aquellos casos en que los frecuentes cambios en los niveles de actividad pudieran ser costosos. 

 Un ejemplo que ilustra el análisis de sensibilidad


Nuestro punto de partida será nuestro conocido enunciado I y la tabla final del simplex de éste. Con mínimas adaptaciones, este análisis puede llevarse a cabo con problemas más complejos, siendo la clave para estos análisis, precisamente, el conocimiento y comprensión de esta tabla óptima, que, como se verá, puede revelar una gran cantidad de información  a quien la sepa leer. Presentaremos nuestro examen en términos de preguntas y respuestas.

Tabla III ( final)
	Variables basicas
	Constantes 
	Xb
	Xa

	Z
	130
	-0,4
	-0,6

	PV2
	 50
	1
	- 1

	PV1
	 50
	 -2
	  1


Pregunta 1: ¿cuál es la variación máxima y mínima que puede sufrir el precio del bien 1 -y del bien 2- sin que se modifiquen los niveles de actividad?
Respuesta :       1,6 <= P1<=0,8    y     2<=P2<=0,50 

                     o en términos de precios relativos P2/P1 :   

                                            2<=P2/P1 <= 0,5

Comentario: Note que las celdas de los precios sombras -con signo negativo- en este caso, son  igual a -0,4 y -0,6, respectivamente, las que son, a su vez, respectivamente, igual a el precio original de las variables de holgura -es decir, 0 en ambos casos-, y +P2 - 2P1 y  -P2 + P1 respectivamente-, es decir, + 1,6 - 2*1 y -1,6 + 1  que como se ve, se verifica-. (Alternativamente en este caso multiplique la segunda fila por 1,6 y la tercera por 1, súmelas miembro a miembro y verá que se obtiene la primera fila). Para calcular los limites de P1 refleje las celdas de los precios -negativos- sombra como sigue:                                                                                                                          

    Pxb = 0 +1,6 -2P1 y Pxa =0 -1,6 + P1

 Y para el bien 2 refléjelas como sigue: Pxb =0 + P2 - 2  y  Pxa =0 -P2 + 1. Recuerde ahora que mientras estas contribuciones marginales a los beneficios   se mantengan negativos, por el criterio simplex, la solución básica no cambia -excepto, claro está, el valor de la función objetivo-, En el caso del bien 1 si P1 fuera = 0,8, el valor de la celda del precio sombra sería 0 -es decir, al límite de convertirse en positivo. Un pequeñísimo decremento y Xb será elegible para salir de la base por el criterio simplex. Mientras que lo mismo ocurre para el otro precio sombra cuando P1 alcanza el valor 1,6. Un ínfimo incremento ahora, y habrá que sacar a Xa de la base. La solución óptima requiere que todas las contribuciones marginales no básicas sean negativas, como se recordará.

Pregunta 2: ¿En cuánto se incrementaría la actividad 1 si el precio de dicha actividad alcanzara el umbral crítico - en este caso P1= 1,6 -.?

Respuesta: en 50 unidades.

Comentario: Si -0,6 se convierte en positiva nos preguntamos que variable saldrá de la base -en este caso PV2- y en qué magnitud -en este caso, 50 unidades- que en términos de PV2 significan 50 unidades adicionales-  recuerde cómo se calcula el adicional de la celda tercera de la primera columna:            (- 50*1/-1)

Pregunta  3: La introducción de una nueva actividad, cuya contribución marginal es de $ 2 y que requiere una unidad y media de A y 3 unidades de B, ¿alteraría la solución alcanzada?

Respuesta :  No. 

Comentario: El costo sombra de esta nueva actividad es de $   1,5*0,6 +     + $ 3*0,4 o sea   $ 2,1 es decir $ 0,1 más que lo que genera. Por tanto esta nueva actividad no sería operada.

Pregunta  4: En el caso anterior ¿en cuánto debería incrementarse porcentualmente  la productividad del insumo A para que resulte rentable producirlo?

Respuesta: 8/9

Comentario : como el costo sombra es igual a (insumo A/producto 1)*0,6 + 3*0,4 , éste deberá ser como máximo igual a 2 para ser incluido en la base o sea que el coeficiente de insumo producto deberá ser igual a (2- 3*0,4)/0,6 =

 4/3. El incremento en la productividad deberá ser igual a (4/3)/(3/2) - 1 = 8/9

Pregunta  5: ¿En cuánto modifica  a la solución óptima la adición de una unidad del Flujo externo A?

Respuesta : Incrementa la función objetivo en $ 0,6 , incrementa a la actividad 2  en una unidad y reduce la del bien 1 en una unidad.

Comentario: Incrementar en una unidad A es equivalente a reducir en una unidad Xa. Mirando la tercera columna vemos los efecto a nivel unitario de tal reducción sobre las actividades básicas.

Pregunta 6 : ¿qué incremento mínimo en A resultaría conveniente efectuar si ello fuera gratis?

Respuesta : hasta 50 unidades.

Comentario : Idem caso anterior por lo que para 50 unidades, la reducción en el bien 1 llegaría a 0. Un incremento mayor no genera un mayor ingreso ya que el precio sombra de A se habrá anulado.

Sección sexta

Apéndice
La computación y la programación lineal


Desde hace unos años, la computadora personal se ha generalizado vertiginosamente en la Profesión al punto que es hoy dificil conocer algun graduado en Ciencias Economicas que no posea una o que, como mínimo,  no tenga acceso a algun ordenador personal. Lo que antes era el terreno de una pequeñísima fracción de personas hoy es campo abierto. Nuestra Facultad, sin ir lejos, actualmente tiene un Gabinete de Computación que la hace accesible a todos los alumnos y docentes. Y hoy también, existen numerosos programas que poseen la capacidad suficiente para resolver con rapidez cualquier problema de PL de un número razonable de variables y restricciones, lo que antes era impensable o el monopólio de unos pocos. Es por ello que cada vez es menos importante conocer los vericuetos del mecanismo matemático para resolver numericamente los problemas y al mismo tiempo de mayor incidencia conocer cómo fomular los problemas de modo de introducirlos a las computadoras y comprender los resultados que éstas ofrecen y de los inconvenientes que se pudieran sucitar en este proceso.


A título muy precario - y para guiar a los más inexpertos-  hemos de mostrar cómo se introduce y se resuelve el problema del enunciado I por medio de un programa de uso muy difundido en la actualidad como lo es el Optimizar del programa Qpro, que está disponible en el gabinente de Computación de la Facultad y es con el que se realizan los prácticos en el curso a mi cargo. Los que tengan alguna idea sobre estos menesteres informáticos pueden pasar por alto esta explicación ya que seguramente no tendrán inconveniente alguno para manejar éste u otro software para resolver los problemas de PL. Para los otros, seguimos. 

        Como ambos programas requieren que se vuelquen los datos del problema de PL en una planilla de cálculo, sugerimos al principiante que proceda como sigue : 

1) Prender el computador (si es que no lo está,  y perdón por las obviedades)

2) Entrar en el programa respectivo - Por ejemplo , si estamos en el DOS frente al C >: escribiremos cd  qpro (o el directorio que corresponda) y luego apretaremos la tecla Enter. Enseguida escribiremos qpro y luego, nuevamente,  oprimiremos la tecla  Enter, en el caso de este programa (o  la metodología que fuera para ingresar al programa.)

3) Una vez frente a la planilla de cálculo volcaríamos los títulos y los datos  en la planilla como sigue:

Planilla de Cálculo I

	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	ítem/act
	x1
	x2
	signos
	Fl.ext.
	

	2
	Ítem 1
	1
	1
	<=
	100
	

	3
	Ítem 2
	2
	1
	<=
	150
	

	4
	Ítem $
	1,6
	1
	igual
	
	( Z

	5
	
	
	
	
	
	

	6
	Sol.opt.
	
	
	
	
	



Las letras del abecedario y los números de la primera fila y la primera columna son las que aparecen en la planilla de cálculo. Los títulos y datos restantes serán ingresados por el aprendiz en las celdas que sugerimos. Los títulos han sido deliberadamente abreviados para evitar explicar cómo se formatea la planilla etc.

4) En el caso de qpro agregaremos dos filas más, la 7 y la 8, y los encabezados para que la planilla quede como sigue: 

Planilla de Cálculo I para QPRO

	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	ítem/act
	x1
	x2
	signos
	Fl.ext.
	P.sombra

	2
	Ítem 1
	1
	1
	<=
	100
	

	3
	Ítem 2
	2
	1
	<=
	150
	

	4
	Ítem $
	1,6
	1
	igual
	
	( Z

	5
	Sol.opt
	
	
	
	
	

	6
	Lim inf
	0
	0
	
	
	

	7
	Lim sup.
	
	
	
	
	

	8
	Dual lim 
	
	
	
	
	


La zona sombreada es en la que aparecerá la respuesta que nos da la máquina.


El sentido de de estos agregados es que el programa requiere que se le dé los límites inferiores de los niveles de actividad así como los superiores. También requiere que se le deje espacio para proveer la solución. Esta incluye no sólo el valor de Z y el de las variables funcionales - X1 y X2- sino también el valor de las variables duales -los duales de los limites y de los insumos.

5) Apretamos ahora la tecla de la barra invertida \ , llevamos el cursor al menú Herramientas -apretando convenientemente las flechas del teclado-,  luego apretamos Enter, luego llevamos el cursor a Matemática Avanzada, apretamos Enter, y finalmente, llevamos el cursor a optimizar, y damos nuevamente Enter.


Siguiendo las instrucciones que da el programa, debemos marcar las áreas donde se ubican los diferentes conceptos solicitados -lo que se realiza llevando el cursor a la primera celda donde aparece el concepto deseado y apretamos la tecla que tiene el punto. Luego se lleva el cursor a la última de las celdas que contiene el concepto y se oprime la tecla Enter. Por ejemplo cuando se nos pide que ingresemos la función objetivo llevaremos el cursor a la celda C4 y apretaremos la tecla punto. Llevaremos ahora el cursor hasta la celda D4 y daremos Enter. Para los precios duales marcaremos las celdas G2 y G3 mientras que para los valores duales de los limites marcaremos C8 y D8 . Etc. (Ignore Formula no negativa).Luego le indicaremos al programa que maximize. Si ha hecho todo correctamente ahora oprima IR y ya está ;¡¡¡Vd ha resuelto el problema!!! 

Algunos Problemas para practicar

 Problema 1   

 En una fábrica de guardapolvos se pueden producir tres tipos de prendas. La primera de ellas requiere dos horas hombre del taller de cortado y cuatro horas hombre del taller de cosido. El segundo artículo se fabrica utilizando una hora hombre del taller de cortado y cinco del de cosido. La confección de la última especie de prenda requiere tres horas hombre de cada uno de los talleres señalados. Cada una de las prendas que es factible producir consume respectivamente, por unidad, dos, tres y cinco metros cuadrados de tela cuyo costo por metro cuadrado es de $3.  Si la empresa dispone en cada taller, respectivamente, de 100 cortadores y de 350 cosedores, operarios que deben cumplir con 200 horas de trabajo mensual cada uno y se verifican las condiciones necesarias para la aplicación de la PL:

i)  determine cuál será la asignación óptima de la mano de obra entre las distintas actividades si el precio de los tres tipos de guardapolvos -de los que pueden venderse cantidades ilimitadas- es de $20, $26 y $40 cada uno respectivamente.

ii)  ¿produciría una nueva prenda cuyo precio es de $52 y requiere 4 horas hombre de cortado y 5 de cosido consumiendo 6 metros cuadrados de tela?

iii) plantee el problema en términos de programación lineal si cada operario del plantel de cortadores pudiera trabajar 20 horas extras mensuales a un costo de $4 la hora adicional.

 Problema II    

Una firma productora de detergentes cuenta con dos procesos productivos para fabricarlos. Cada actividad utiliza enzimas, capacidad de planta de producción y capacidad de planta de envasado. Las enzimas se pueden comprar en el mercado en cantidades sin limitación  a $100 por unidad. Las plantas de envasado y producción tienen una capacidad máxima de procesado fija.  El precio del detergente es de $4 por unidad y se puede vender toda la cantidad que se pueda fabricar.  El primero de los procesos utiliza dos unidades de enzimas, 4% de la capacidad de la planta de producción y 8% de la de envasado por cada 100 unidades de detergente. El segundo proceso requiere dos unidades de enzimas, 2% de la capacidad de la planta de producción y 12% de la de envasado, por cada 100 unidades de detergente.

a)¿Cuál es el programa óptimo de producción y a cuánto ascenderá el beneficio esperado?

b)¿Cuál planta aconsejará Ud. ampliar si ello fuera posible y de muy bajo costo y en qué %?

 Problema III 

En la empresa Prolineal el departamento de ingenieria apunta a que cuando se produce el bien 1 solamente se obtiene, como maximo, una produccion de 200 unidades del mismo, utilizando a pleno la capacidad instalada de máquinas del tipo A y no utilizando un 25% de la capacidad de las maquinas B y 50% de las maquinas C. En cambio, cuando sólo se produce el bien 2 se utiliza al 100% la capacidad instalada de maquinas C y solo el 12,5% de la capacidad instalada de las A y 75% de las B, obteniéndose un maximo de 100 unidades de este bien. El beneficio neto por unidad del bien 1 y del 2 es respectivamente de $1 y $3.

En base a los datos aportados por el Dpto de ingenieria citado, el gerente de produccion argumenta que como sobraria capacidad instalada del parque de maquinaria B, convendría ofrecerlas en alquiler. El gerente técnico opina, en cambio, que bajo las circunstancias, lo que realmente es mejor, es introducir un nuevo producto, el bien 3, que requiere de 2% de la capacidad de A 10 % de la de B y 0,5 % de la de C para obtener una unidad de este bien, el que puede venderse en el mercado con un beneficio unitario de $ 14.

Como el presidente de la empresa sabe que Vd. tiene buenos conocimientos de PL y que las condiciones en las que opera Prolineal son aptas a tal planteo , le pide su opinion acerca del curso más ventajoso a seguir y que le responda en forma critica al planteo de los dos gerentes .

Problema IV 

Una empresa proveedora de alimentos balanceados y maximizadora de beneficios ha obtenido una orden de compra para producir un compuesto con, por lo menos 100 grs de fibras, 300 gramos de proteinas y 70 gramos de minerales. En el mercado puede obtener los siguientes productos con las características que se señalan en la tabla a.

Tabla a 
	Contenido de 
	producto 1
	producto 2
	producto 3

	Fibras
	20%
	30%
	5%

	Proteinas
	60%
	50%
	38%

	Minerales
	9%
	8%
	7%

	Precio por kilo
	 $10
	$15
	$8


¿Cuál será la proporción de cada producto en el compuesto óptimo?

¿A cuánto ascenderá el precio sombra - por gramo- de los distintos contenidos?

¿Como modificaría su planteo y repuesta si se exige que cada unidad de compuesto pese exactamente un kilo?

Problema V 

Para producir 2 toneladas de trigo se requieren 4 Ha de campo, 2 bolsas de semilla por Ha y 5 mes-hombres. Para producir 3 Tn de centeno se requieren 2 Ha 1,5 bolsas de semillas por Ha y 9 mes-hombres. El precio del trigo y del centeno por Tn asciende a $ 300 y  $ 230  respectivamente. El costo por bolsa para cada una de estas actividades es respectivamente de  $ 20 y  $30 . El empresario maximizador de beneficios dispone de 120 Ha de campo  propio y de 270 mes- hombres. Asimismo dispone de un contrato que le otorga la opción de arrendar un campo lindero de 80 Ha a razón de  $ 30  la Ha utilizada.  La ley laboral , por otra parte ,  le brinda el beneficio de contratar mano de obra adicional a un costo de 50 pesos por mes-hombre , siempre que no exceda el 50% de los mes-hombre  de que  dispone. 

Formule el problema en términos de programación lineal

 Averigue cual será el programa óptimo.

 Formule e interprete el programa dual óptimo. 
Problema VI
En un contexto que Ud. puede asumir como lineal, una fábrica de jeans produce varios modelos de pantalones; el modelo "basic"(B) requiere 2 m2 de tela denim, 3 minutos hombre del taller de cortado para cortar las distintas piezas y 6 minutos hombre del taller de cosido.  

           El empaque se hace en un minuto y cada prenda esta lista para ser despachada previo desembolso de tres pesos por prenda en concepto de caja de embalaje y apliques varios en cada pantalón.  El modelo "basic plus"(BP) no es otra cosa que el modelo anterior al que se le agrega un bordado muy bonito cuya confección requiere de 1 minuto de la utilización del taller de bordado. 

          El modelo "basic plus ultra" BPU)  es igual al modelo basic plus pero esta confeccionado previo planchado de la tela -que requiere de un lapso de 2 minutos por prenda de la concurrencia de Juanita, la planchadora-.  Los modelos B largo, BP largo  y BPU largo son variantes de los modelos comunes descriptos  pero requieren un 10% más de cada uno y de todos los insumos por prenda. 

             Existe, sin embargo, una limitación respecto de que no es posible producir más de 30 de estas prendas en total, limitación que no rige para las prendas  comunes. 

              Los parámetros relevantes son los siguientes:  costo de la tela por m2 $10 ; capacidad máxima disponible mensual en horas hombre del taller de cortado 2000; del taller de cosido 800;  del taller de bordado 250;  del taller de empaque 70.  Juanita solo trabaja 100 horas efectivas mensuales. 

               Los jeans comunes B, BP  y BPU se pueden colocar en cantidades ilimitadas a $30, $40  y $50  respectivamente y los modelos BL, BPL  y BPUL de igual modo a $34, $43 y $56 respectivamente.

a) Formule el problema en términos de programación lineal.

 b) Si fuera posible obtener un 50% de horas adicionales del taller de cortado a un precio de $1 por minuto, ¿como modificaría su planteo?
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